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Resumo

Este trabalho apresenta a formulacdo matematica de um solver numérico bidimensional para o
escoamento compressivel em tubeiras de Laval, abrangendo regimes supersénicos e hipersdnicos. O
meétodo baseia-se nas equacdes de Euler em forma conservativa, discretizadas em malhas triangulares
ndo estruturadas a partir do balango de fluxos nas faces. A precisdo espacial de segunda ordem é
obtida por reconstrugcdo MUSCL com gradientes avaliados por minimos quadrados ponderados e
limitador de Venkatakrishnan. Para a resolucdo das interfaces é empregado o fluxo numérico HLLC,
assegurando robustez na captura de choques e contatos. O avanco temporal utiliza integracéo explicita
de duas etapas (Runge—Kutta), com passo de tempo controlado pela condicdo CFL. A formulacéo
constitui a base de um simulador open-source em desenvolvimento, destinado a estudos de
escoamento em propulsao.

Palavras-chave: Escoamento. Tubeira. Discretizagdo.
Area do Conhecimento: Engenharia Aeroespacial.
Introducéo

O estudo de escoamentos compressiveis em tubeiras é central em aplicacdes de propulsédo
aeroespacial, pois a aceleracao do fluido até regimes supersdnicos ou hipersdnicos envolve
fendmenos como ondas de choque, regides de expansao e adaptacdo a pressao ambiente. A
formulagdo mateméatica adequada desses fendmenos é fundamental para o projeto de propulsores
eficientes e para a analise de desempenho de motores foguete e turbojatos.

Avangos em métodos numéricos permitiram, nas Ultimas décadas, a solugéo robusta das equagdes
de Euler em duas dimensdes, inclusive em geometrias complexas. Técnicas como reconstrucdes de
segunda ordem e fluxos numéricos aproximados tém se mostrado consistentes para regimes
hiperbdlicos (Toro, 2009). Em particular, solvers como o HLLC sdo amplamente empregados em
problemas envolvendo escoamentos, com validacbes e aplicacdbes em estudos de sistemas
aeroespaciais, como demonstrado em simula¢des de motores de foguete, (e.g., NASA TM-107723).

O presente trabalho insere-se nesse contexto como parte de um projeto em desenvolvimento que
ja alcangou uma etapa consistente de formulagdo, na qual o solver conservativo 2D para escoamentos
compressiveis inviscidos em tubeiras encontra-se estruturado matematicamente e implementado em
prototipo computacional. O foco deste artigo recai na apresentacao e discussao da base matematica
adotada, equacgdes governantes, discretizacdo em malha néo estruturada e fluxos numéricos, de modo
a consolidar a teoria na qual a ferramenta se baseia.

Metodologia
Toda a base matemética apresentada € voltada para uso em uma malha néo estruturada gerada a

partir do software Gmesh, que é usado para a criacdo dessa malha. Essa nuvem de pontos gerado
pelo software € usado para o céalculo em cada uma das células.
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A malha e o pré-processamento geométrico sdo dadas pelo método Delunay. Os pontos (x, y)do
contorno e interior alimentama triangulagéo, cada célula armazena centréide x;, area V;, centros de face
X¢, Normais unitarias e comprimentos [f|, além da conectividade j = viz(i,f). As normais s&o
orientadas para fora (teste de sinal), crucial para o acimulo consistente em (2). O gradiente LSQ (5)
usa pesos wj; || x; — x; || ? para regularizagdo geométrica [2,3].

A equag0es de Euler foram usadas em duas dimens@es para o calculo do escoamento [1], essa é a
equacao base para todo o estudo.
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A discretizagéo é por volumes finitos célula-centrados em malha triangular ndo-estruturada. Para a
célula i, com area V;, normais de face ns e comprimentos |f| = A¢, no caso do cédigo, nés utilizamos a
equacao na forma semi-discreta, sendo:
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onde F € o fluxo numérico calculado com estados reconstruidos a esquerda/direita da face. A projecéo
do fluxo fisico na normal é:

PUn
2
_ | puun + pny| _
(F.n)(U) = |puuﬁ+pny|’ un = uny +vny (3)

(PE + p)u,

Usamos reconstrucdo espacial (MUSCL de 22 ordem) para reduzir a difusdo numérica tipica de
esquemas de 12 ordem, em vez de assumir 0 campo constante em cada célula, aproximamos
localmente por uma funcéo linear. Em malhas ndo estruturadas e ndo ortogonais, o gradiente que define
essa reta local é estimado de modo robusto por minimos quadrados ponderados (LSQ), que &
linearmente exato para campos afins e funciona bem mesmo com malhas irregulares. Em nosso cédigo,
usamos uma malha ndo-estruturada, para isso, foi usado o centroide x;e o centro de face x¢,

Uil:f = Ui + q)i (VUl . (Xf - xi)), Uj’fR = U] + <p] (VUJ . (Xf - x])) (4)
onde VU; é obtido por minimos quadrados ponderados (LSQ) sobre vizinhos j € N(i):
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Para suprimir oscilagdes de Gibbs junto a choques, usamos o limitador continuo de Venkatakrishnan
aplicado componente-a-componente ao incremento reconstruido 4Q; = VQ; - (xs — x;):
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com h; = \/71 o diametro caracteristico da célula e x € [1072 — 1071] [4,5]. Em regides suaves ¢ —

1; perto de descontinuidades ¢ € (0,1) degrada localmente a 12 ordem mantendo estabilidade (TVD
em préatica com RK2).
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O método HLLC 2D, foi usado por sua robustez para choques e preservacao da onda de contato.
Para cada face, adotou-se um sistema local (n,t). Dados estados reconstruidos L/R em primitivas

(p,u,v,p), projetamos u em un=ue ut =u-t, e definimos a = ,/yp/p. As velocidades de onda
externas (Davis/Einfeldt) sdo:

Sy =min(up, — Ay, Ung — Ag) Sg = max(Uy, +ay, Upg +ag)  (7)
A velocidade de contato e a presséao estrela séo:
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Os estados estrela, k € {L, R} satisfazem:
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e, em energia especifica, uma forma consistente (Toro, 2009) é:
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O fluxo HLLC normal é entéo:

Fn(UL)t SL >0
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onde F, é (3) e U; = [py, prug, prEx]T reconstruido por rotagéo inversa (n,t)—(x,y). Na implementagao,
evita-se perda de positividade impondo pisoS pmin, Pmin <K 1.

Em relagéo a Integracdo temporal e estabilidade CFL face-based, usamos métodos RK2 de Heun e
Total Variation Diminishing, Uteis para resolver as equacfes de Euler de forma semi-discreta pelo
método de volumes finitos. O RK2-TVD precisa de um At que respeite a condigdo CFL:

UD = U+ At L(UM), U = ~Un + 2 [UD + A6 LUD)] (12)
O passo de tempo é limitado por um CFL face-based (espectral):

v
At = CFL Zrea;(lunl+a)ifAys (13)

onde u, e a séo avaliados na célula ii e projetados na normal de cada face f. Na prética, CFL < 0.2 para
robustez em presenca de choques.

A formulacao numérica empregada utiliza células fantasmas (ghost cells), que sao volumes ficticios
adicionados ao redor do dominio computacional. Elas permitem aplicar condigBes de contorno de
maneira consistente com o esquema de volumes finitos, pois o célculo de fluxos nas faces externas
requer estados em ambos os lados da face. Esse método é amplamente utilizado em malhas
estruturadas e ndo estruturadas (LeVeque, 2002).

Ug = U — 2(ui ’ n)nipg = Pi» Pg = Pi» (14)

XXIX Encontro Latino Americano de Iniciagédo Cientifica, XXV Encontro Latino Americano de Pos-Graduagdoe 3
XV Encontro de Iniciagcdo a Docéncia - Universidade do Vale do Paraiba — 2025



INIC

p—— A Ciéncia do NANO e seu impacto transformador no MACRO

0 que garante u, = 0 e fluxo de massa nulo.
Resultados

O esquema de volumes finitos apresentado, é conservativo por face e usa um fluxo numérico
consistente com o fluxo fisico. Com isso, quando a solucédo discreta converge, ela converge para uma
solucao fraca das equacbes de Euler que satisfaz os saltos de Rankine—Hugoniot, isto €, choques
viajam com a velocidade correta. (LeVeque, 2002)

A reconstrucdo MUSCL combinada com gradientes LSQ fornece estados nas faces com erro
espacial de ordem 2, sempre que o campo apresenta menos discontinuidades, reduzindo a difusdo
numérica tipica de 12 ordem. (LeVeque, 2002)

Em vizinhangas de descontinuidades, aplicamos limitadores TVD. Eles comprimem somente o
necessério para impedir parte das oscila¢cdes de Gibbs.

O fluxo HLLC preserva a onda de contato e captura choques de forma robusta, resultando em
camadas mais nitidas e menor difusdo sobre contatos e cisalhamentos. (Toro, 2009)

Também, o avango temporal é estavel quando o passo de tempo respeita o critério CFL. (LeVeque,
2002).

Discusséo

Os resultados da teoria, apresentados acima, implicam que o solver proposto € conservativo, de 22
ordem em regifes suaves e ndo-oscilatério junto a choques, com captura nitida de contato via HLLC e
estabilidade explicita sob CFL adequado. A luz de LaVeque (2002), Godunov (1959) e da teoria TVD,
a degradacao local de ordem perto de descontinuidades é inevitavel e desejavel para a auséncia de
oscilagbes. Em termos praticos, a difusdo proxima a choques depende da escolha do limitador e da
qualidade de malha; reduzir CFL e/ou refinar localmente aumenta a nitidez a custa de custo
computacional. Como o modelo € inviscido, camadas limite ndo séo resolvidas.

Conclusao

Neste artigo, foi proposta a formulacdo matemética e base teérica um solver Euler 2D FV
(MUSCL+LSQ, limitador de Venkatakrishnan, HLLC com CFL) que é conservativo e consistente, além
de ndo apresentar oscilagdes junto a choques, com captura nitida da onda de contato. O arcabougo
mostra robustez em malhas néo estruturadas e fornece base sdlida para escoamentos supersonicos
em tubeiras de Laval. O presente artigo, é base de um cédigo em desenvolvimento que pretende testar
a robustez e capacidade de tal formula¢cdo matematica.
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