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Resumo

Nesse artigo iremos abordar uma nova maneira de provar uma férmula que permite encontrar qualquer
termo da sequéncia de Lucas, conhecida como formula de Binet, sem a necessidade de termos
anteriores. A metodologia utilizada baseia-se na aplicacdo de conceitos da Algebra Linear, como a
diagonalizacdo de matrizes e a teoria espectral, aplicados as Q-matrizes de Fibonacci e de Lucas
(denotadas por Qr e Q,, respectivamente). A novidade deste trabalho esté na utilizacdo da identidade
Ln+1
Ly

e Caritd (2025), para demonstrar o resultado.

L n ] = Q.- QF 1, onde L, indica o n-ésimo nimero de Lucas, que foi estabelecida por Quirino
n-1
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Introducéo

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo Pisano, nasceu em Pisa, Italia, no século
XIII. Filho de um rico mercador, passou parte de sua juventude no norte da Africa, onde se familiarizou
com a cultura arabe. Em 1202, ele publicou Liber Abaci, sua obra mais famosa. Este livro foi
responséavel por introduzir os nimeros indo-ardbicos na Europa, um passo fundamental para substituir
0s algarismos romanos. Apesar de suas muitas contribuicdes, Fibonacci é mais lembrado pela
sequéncia que leva seu nome, a sequéncia de Fibonacci, que é definida da seguinte forma: F; =1,

Fz = 1 e Fn+1 = Fn + Fn—11 quandO n 2 2
Assim, a sequéncia fica:
1,1,2,3,58, ..., F, Fpy1, By + Frgqy -

No entanto, inicialmente a sequéncia de Fibonacci ndo foi amplamente estudada. Somente no
século XIX, o matemético Jacques Philippe Marie Binet formulou uma equacgdo que permite encontrar
qualquer numero da sequéncia sem precisar usar a recursdo. Essa féormula, que é frequentemente
creditada a ele, ficou conhecida como Férmula de Binet:

an_ﬁn

Fo=""0

sendo o0 nimero de ouro a = 12—@ e seu conjugado B = 1_7‘/? Anos depois, Francois Edouard Anatole

Lucas construiu a sequéncia de Lucas, que é definidapor L, =1,L, =3 e L,,; =L, + L,_{, quando
n = 2, ficando:

1,3,4,7,11,18, .., Ly, L1, Ly + Ls1,...

A sequéncia de Lucas se torna muito importante visto que possui o uma férmula ndo recursiva
simples. Tal férmula é conhecida como Férmula de Binet para os nimeros de Lucas e é dada por:
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Ly =a™+p" 1)

Para a consulta das demonstracées mais simples das formulas de Binet, recomenda-se o livro de
Hoggatt Jr (1969). Aqui nos restringiremos a mencionar que elas sao feitas utilizando o Principio da
Inducéo Finita.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracdo diferente para a Formula de Binet
apresentada na Equacéo (1) diferente da prova tradicional, fazendo o uso das Q-matrizes de Fibonacci
e de Lucas.

Metodologia

Para a nossa demonstracdo serdo utilizadas as Q-matrizes, sendo Qp = 1 (1)] a Q-matriz de

Fibonacci e Q, = [i ; a Q-matriz de Lucas. Essas matrizes sdo muito interessantes para o estudo

dos nimeros de Lucas e de Fibonacci, uma vez que quando calculadas as n-ésimas poténcias dessas
n/2 Fn+1 Fn

5/ [Fn Fn—l]’ npar

S(n—1)/2 [Ln+1 Ln
n Ln—l

poténcias e um estudo mais aprofundado das propriedades das Q-matrizes podem ser encontrados em
Carita e Quirino (2024).

Para a nossa demonstracdo alternativa da formula apresentada na Equacdo (1), também
utilizaremos a identidade

. F, F, .
matrizes chegamos em QF = [ nl F n ] eQr= . O célculo dessas
n-1

E
n ] , nimpar

[Ln+1 Ln ]ZQ .nn—1
Ly Lnpg boer o

que foi apresentada pela primeira vez por Quirino e Carita (2025).

Desenvolvimento

Primeiramente é importante estabelecer algumas identidades que, apesar de simples, serdo
utilizadas posteriormente com frequéncia.

Defato,a—ﬁ:lz—‘/g_l‘T‘/g=M=\/§'
2) af=-1

De fato, af = (1”5) (ig) =151

2 2

3) Lp=Fp1+Foy
Demonstracao por inducéo finita:

i. Provemos paran = 2:

F;+F=2+1=3=1,
ii. Supomos paran = k:
Ly = Fieyq + Fi—q
iii. Provemos paran =k + 1:

Lyyy =L+ Ly 1 =Fp1 + ey tF+F, =F + F

Portanto, a identidade é verdadeira para todo natural n > 2.
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Ol A

A demonstracdo dessa identidade feita por Quirino e Caritd (2025) usa a férmula que
pretendemos demonstrar neste trabalho. Sendo assim, para néo utilizar indiretamente a formula
para provar ela mesma (0 que causaria uma inconsisténcia matematica), provaremos a
identidade sem o uso da férmula de Binet para a sequéncia de Lucas.

0, QI 1_ 3 1 ‘[Fn Fn_q _[ Foo + B, Fn+1+Fn—1]
L 1

1 2 Fn—l Fn—Z B Fn+1+Fn—1 Fn+Fn—2

n+2+F n+1+Fn 1] [ n+1 ]

usando a identidade 3), segue que [
) sequeaue |p L F .y Fy+Foy

Agora com essas 4 identidades provadas podemos comegar a prova.
Observando o polindmio caracteristico da Qp

PQF(A)=det(QF—I)=det[1I'1 —/1] 2_1-1=0,

. ~ 1+V5 - . 1-vV5 .
chegamos que os dois autovalores sdo a = T\/— 0 numero de ouro e seu conjugado 8 = T‘/— Com isso,
podemos achar os autovetores atrelados a esses autovalores, usando a equagédo (Qp — Al) - ¥ = 0. Se

. - a
considerarmos v = [b] temos:

[a—a/1+b -3
a—bi '

1
1] e que um autovetor atrelado a
a

Dessa forma, concluimos que um autovetor atrelado & a é v; =

1
Bé v, = H Com todos esses célculos, podemos diagonalizar Q, chegando em:
B

o=t L o @
« 5l 10 Bl %
Observando o polinbmio caracteristico da Q,,

PO, (1) = det(Q, —I) :det[31/1 2_/1] —B-DQ2-A)-1=2—51+5=0,

5+‘/_ —V/58 = ===, Com isso, podemos achar 0s

chegamos que os dois autovalores s&o v5a =
autovetores atrelados a esses autovalores, usando a equagao(QL /11) -3 = 0. Se considerarmos # =
a

[b]’ segue que:

3a—al+b -3
a+2b—bA )

1
Dessa forma, concluimos que um autovetor atrelado & v/5a é v, = [1

] e que um autovetor atrelado
a

a—spév,; =

1
1]. Com todos esses calculos, podemos diagonalizar Q,, chegando em:
B

XXIX Encontro Latino Americano de Iniciagédo Cientifica, XXV Encontro Latino Americano de Pés-Graduagdoe 3
XV Encontro de Iniciacdo a Docéncia - Universidade do Vale do Paraiba — 2025



:zﬂxlNl: :’ESV EPG XX INIC 5. XVlNlD

A Ciéncia do NANO e seu impacto transformador no MACRO

| = =

[ e o
a5 k5l ®

Usando a identidade 4) em conjunto com as Equacdes (2) e (3), segue que:
1 1 1 1
e ekl VL
Lp—y 0 —Vs8l|; 3 Bl 7

-1

o )i ! 1{@ o i o7 1

Lpy =zl o —v58]l0 B z 7
1
n+1 ] [ 1][‘/56171 ][ 1]
Ly Ly E 0 —\/_ﬁ a ﬁ

Lot Ln]_ 1 F %Hx/_" 0 ]

L, Ly, a=flg gl o —/58™ l_l 1|
11 [1a 1]
P X | 1H\/§a" 0 ]IE |
Ln  Ln Vil pll o —V5p" [—_1 1J
_ 1 a
Ln+1 Ln ] — _E % l n] ]
L, Ly, Glo gllo -8 l_

P I Ea
n n-1 K04 - -
= 1]

‘Bn
— + — —a™ = fp"
[Ln+1 Ln ] __ ,8 a g
L Ln Ln—l_ a,n—l + .Bn_l -1 _ Bn_l
L a i
far‘[il +ﬁn+1
- _n _ pn
[Lnyr Ly ] - _ af “ p
L Ln Ln—l_ a” + .Bn -1 n-1
! af —h i
[Ln+1 Ln ] _ [ Tl+1 Bn+1 _an _ ﬂ‘n ]
L L,_ 1 —pn —qn 1 gn-t

n
n+1 ] [ n+1 +Bn+1 an_}_ﬂn ]
n 1 an+ﬁn an—l_}_ﬂn—l

Para concluir, basta comparar as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
anterior e concluimos que L, = a™ + ™.

Assim, provamos a formula de Binet para a sequéncia de Lucas usando ferramentas da algebra
linear e a identidade 4).

Conclusao

A prova que apresentamos para a formula em questéo destaca-se por sua abordagem diferenciada,
empregando Q-matrizes e a identidade 4), ferramentas incomuns nesse contexto. A aplicacdo da teoria
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espectral para a diagonalizacdo dessas matrizes € um passo crucial. Este processo de diagonalizacdo
ndo apenas simplifica o problema, mas também revela a conexdo com o numero de ouro () e seu
conjugado (B), cujos valores surgem de maneira organica a partir das propriedades inerentes da
estrutura algébrica das matrizes. Este surgimento demonstra que a presenca desses nimeros néo é
fortuita, mas sim uma consequéncia direta dos principios matematicos subjacentes a prova.
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