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Resumo

Este trabalho apresenta uma revisdo da programacdo linear (LP), uma técnica de otimizagédo
amplamente utilizada em diversas areas da engenharia. Com foco no método simplex, o estudo explora
os fundamentos tedricos da LP e demonstra sua aplicabilidade em problemas reais, como a
maximizacdo de lucros e/ou a minimizacdo de custos. A revisdo bibliografica abrangeu as principais
bases de dados académicas e estudos de caso recentes, identificando a crescente importancia da LP
em contextos industriais modernos. Os resultados destacam a eficacia da LP em resolver problemas
complexos de otimizagdo, aumentando a produtividade em diversos setores. Conclui-se que a LP
continua sendo uma ferramenta fundamental para a tomada de decisdes em um ambiente cada vez
mais competitivo e complexo.
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Introducéo

Em um mundo cada vez mais competitivo e complexo, a busca por solu¢des eficientes e otimizadas
€ fundamental para o sucesso de empresas e organiza¢gdes. A otimizacdo de processos, a alocacdo
eficiente de recursos e a tomada de decisdes estratégicas sdo desafios comuns em diversas areas,
desde a industria e a logistica até a financa e a salde (Dantzig; Thapa, 2003; Aboelmagd, 2018;
Farghaly; Ali; Kim, 2021). Assim, a programacdo linear emerge como uma ferramenta matematica
eficaz para enfrentar esses desafios, pois ao modelar problemas reais através de relagdes lineares, a
LP permite encontrar solu¢des 6timas de forma sistematica e eficiente.

Este artigo tem como objetivo apresentar uma revisdo dos conceitos fundamentais da programacéao
linear, com énfase no método simplex, uma das técnicas mais utilizadas para resolver problemas de
LP. Além disso, buscamos explorar as diversas aplicacdes da LP em diferentes areas da engenharia,
destacando sua importancia na tomada de decisdes estratégicas.

Metodologia

Este estudo foi realizado por meio de uma reviséo detalhada da literatura, com o objetivo de explorar
0s conceitos de programacéao linear e suas aplicacdes na engenharia. A pesquisa incluiu artigos de
bases como Science Direct e ResearchGate, usando palavras-chave relacionadas ao tema. Além disso,
foram consideradas obras de referéncia classicas e trabalhos recentes, como os de Dantzig e Thapa
(2003) e Farghaly et al. (2021). O objetivo foi identificar os principais avancos, desafios e tendéncias
futuras da programacao linear no contexto da engenharia. Assim, a pesquisa se baseia em uma revisao
sistematica da literatura, apresentando uma analise abrangente do estado da arte sem a realizacédo de
experimentos.

Resultados e Discusséo

A programacdo linear € uma técnica matematica de otimizacdo amplamente utilizada em diversas
areas da engenharia para resolver problemas de decisdo e otimizacdo de recursos. O seu objetivo
consiste em encontrar o conjunto solucdo que maximiza ou minimiza uma funcdo objetivo em um
espaco (1, atrelada a uma série de restricdes. Na notagédo de matrizes um problema genérico pode
ser escrito como:
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Minimize: 0"0=0
Sujeito as seguintes restrigdes:
ug =t ,
0=>0 )
onde [ é uma matriz retangular de dimenséo [ x [, [J representa o vetor de [l varidveis, [J é um
vetor de dimenséo [l e [J- equivale ao vetor coluna dos coeficientes da funcdo objetivo, onde I é o
sobrescrito que significa transposicéo.
Assim, dado um problema de programacéo linear, podemos resolvé-lo de 3 formas, a depender do
namero de variaveis e de restricbes. De maneira simplificada temos:
e Tipo 1 - Problemas de duas variaveis e varias restricées;
e Tipo 2 - Problemas de varias variaveis e duas restri¢des;
e Tipo 3 - Problemas de varias variaveis e varias restrigdes.

O problema tipo 1 normalmente é resolvido de maneira gréfica, ja os problemas do tipo 2 podem ser
resolvidos criando um poligono convexo, do qual ndo vamos discorrer sobre. Por fim, o terceiro tipo,
usualmente é resolvido pelo pela técnica de eliminagdo de fourier-motzkin (FME) ou pelo algoritmo
simplex. Vale ressaltar que estes dois Ultimos, FME e simplex, podem ser utilizados para qualquer
problema de LP.

No método gréafico do tipo 1, tracamos a regido imposta pelas restricbes e a funcdo custo,
representada por uma reta arbitraria. Assim, a medida que variamos o valor da fungdo objetivo (a
depender do nosso foco), a reta se desloca para os extremos da regido onde se localiza 0 conjunto
solugédo 6timo. Isto pode ser visto na Figura 1, onde a mesma ilustra a regido, em verde, imposta pelas
restricdes do problema abaixo e a funcdo objetivo representada pela reta na cor preta.

Maximize: 20004+ 1600, =11

Sujeito as seguintes restricdes:

205 + [, < 100

(1)

D4 0, <50

(2)

0, <30 :
3)

com [J;=20e 1,20, onde z representa o lucro.

Figura 1 - Reta objetivo para diferentes valores de [ dentro da regido solucéo. Eixo [1; na direc&o horizontal e
eixo [, na vertical.
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Fonte: Autor.
Conforme mostrado na Figura 1, percebe se que a medida que o valor de [ aumenta, a reta “sobe”
até atingir a fronteira da regido, sendo este conjunto, formado entre as interse¢fes de duas ou mais
restricbes com a funcao objetivo, qualquer ponto que pertence a este conjunto, serd um ponto étimo do
problema, ou seja, a solucdo que maximiza a relagdo 2001, + 1601, = [1. Assim, neste exemplo o
conjunto solucéo é formado por um Unico ponto H, [1; = 30 e [1, = 20, ponto 6timo do problema que
nos retorna um lucro de 920 reais.
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No método FME realizamos a eliminacao de cada uma das variaveis do sistema de desigualdades
lineares. Esse processo é realizado através de combinacdes lineares. Porém apesar de simples, esse
método o FME acaba se tornando inviavel para problemas de muitas restricdes ja que o nimero de
desigualdades pode crescer exponencialmente. Desta forma, o método simplex se torna mais
relevante, uma vez que consegue resolver a maioria dos problemas de maneira eficiente, ja que ao
contrario do FME, o método investiga as solu¢des nos extremos da regido imposta pelas restrigdes,
além de ainda verificar se existe conjunto solugéo (Dantzig; Thapa, 2003).

O método simplex transforma um sistema de desigualdades em um sistema de igualdades através
da introdugdo das chamadas variaveis de folga, uma para cada restricdo. O algoritmo encontra o
conjunto solugdo 6timo (ou determina que ele ndo existe), por uma sequéncia de etapas de
pivoteamento, reescrevendo o sistema inicial (ja com as variaveis de folga) em funcéo de m variaveis,
sendo [] o nimero de restricdes do problema. Estas variaveis dependentes, sdo chamadas de variaveis
basicas e as restantes de nado basicas (Dantzig; Thapa, 2003; ). Com isso, 0 algoritmo busca uma
solugdo basica viavel, ou seja, uma solugdo, que nao infringe nenhuma restricdo, em fungdo das
variaveis basicas, zerando as ndo basicas. A cada etapa do algoritmo as variaveis basicas podem ou
nao ser ajustadas, repetindo o processo até que se atinja o ponto étimo.

Desta forma, o algoritmo simplex funciona da seguinte forma: Ajustamos o sistema inserindo as
varidveis de folga e transpomos o sistema para uma tabela chamada tableau, (Tabela 1). O passo a
passo consta na Figura 2 abaixo:

Figura 2 - Método de funcionamento do algoritmo Simplex.

T Fim

. Todos séo Coluna pivé = Coluna do
Analisar valores de custo-¢, — e —_— p
I positivos? menor valor de custo

Escalonar a mgtriz com a linha Pivotear linha Linha pivé = L_inha com menor
pivo relagao b, / G

Fonte: Autor.
Logo, do exemplo anterior temos:

Tabela 1 - Primeiro Tableau.

z X1 X2 S1 S2 S3 b
0 1 0 0 100
0 0 1 0 50
0 0 0 1 30
1 -20 -16 0 0 0 0

Fonte: Autor.

Observe que o menor valor se encontra na coluna 2 (-20). Realizando a divisédo dos valores da
coluna [ pelos respectivos coeficientes da coluna 2, o menor valor residira na linha 3 (30 + 1 = 30).
Assim, escalonamos a matriz utilizando a variavel (1, da linha 3. Repetimos esse processo até que
todos os coeficientes da fungéo objetivo (Ultima linha), se tornam n&o negativos, conforme a Tabela 3.
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Tabela 3 - Terceiro e Ultimo Tableau.

z X1 X2 S1 S2 S3 b

0 0 0 1 -1 -1 20
0 0 1 0 1 -1 20
0 1 0 0 1 30
1 0 0 0 16 36 920

Fonte: Autor.

Como todos os coeficientes da fungéo objetivo se tornaram positivos, o método para e obtemos: [,
=30 e [1, = 20 com um valor maximo de 1 = 920.

Problemas de otimizacdo, possuem um problema correspondente dual, cujo objetivo é a
maximizacao (ou minimizag&o) da funcao objetivo dual, que representa o valor minimo (ou méaximo) da
funcdo objetivo primal, sob as restricdes da dualidade. As varidveis do problema dual, chamadas de
varidveis duais, correspondem as restricdes do problema primal (Huangfu; Hall, 2018).

Dantzig e Thapa (2003) apresentam um problema classico na industria, o de produg&o de ligas,
onde um fabricante de ligas metalicas precisa produzir uma liga com a seguinte composi¢éo: 30% de
chumbo, 30% de Zinco e 40% de estanho. Porém no mercado s6 vendem ligas com composi¢cdes
diferentes ao desejado, sendo necessario que o0 mesmo realize misturas com as ligas disponiveis, vide

Tabela 4.
Tabela 4 - Catalogo de Ligas.
Tipos de Ligas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Mistura
Chumbo (%) 20 50 30 30 30 60 40 10 10 30
Zinco (%) 30 40 20 40 30 30 50 30 10 30
Estanho (%) 50 10 50 30 40 10 10 60 80 40

Custo (R$/kg) 7,3 6,9 7,3 7.5 7,6 6,0 5,8 4,3 4,1 Minimizar
Fonte: Adaptado de Dantzig e Thapa (2003).

Desta forma, temos:
Minimize: 7,3ﬂ1 + 6,9ﬂ2 + 7,3ﬂ3 + 7,5ﬂ4 + 7,6ﬂ5 + 6,0ﬂ5 + 5,877 + 4'3ﬂ8 + 4,1ﬂ9 =0
Sujeito as seguintes restricdes:

D1+D2+D3+D4+D5+56+D7+ D8+Dg: 1
0211;+050,+033+031,+ 0315+ 0,61+ 0401, + 0,115+ 0,119 = 0,3
030,+041,+ 0,203+ 0,404+ 0,305+ 030+ 0,507+ 0,3Ug+ 0,109 = 0,3
0500,+0,10,+ 0,503+ 0,304+ 0,405+ 0,106+ 0,707 + 0,601 + 0,819 = 0,4

com [y, y,..., g = 0.

Aplicando a teoria do problema dual, temos:

Maximize: [y + 0,3D2 + 0,3D3 + 0,4D4 =0

Sujeito as seguintes restricdes:
;+020,+0303+050,<73
0+ 050,+0403+0,10,<69
U;+030,+0203+050,<73
U;+030,+0403+030,<7,5
s+ 030,+0303+040,<76
s+ 060,+0303+0,10,<6,0
U;+040,+0503+010,< 58
U;+0,10,+ 0303+ 060,<43
U+ 010,+ 0,103+ 0,80, < 4,1

com [y, [y, L, = 0.
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Aplicando o algoritmo simplex, obtemos o seguinte resultado: Tg= 04, [g= 0,6 e 1 = 4,98.
Assim, o menor custo do problema é de R$4,98 por kg de liga comprado através da aquisi¢cdo de 40%
da liga tipo 6 e 60% da liga tipo 8.

Outro problema classico na inddstria envolve os custos de fabricacdo e/ou transporte em suas mais
diversas areas. Farghaly, Ali e Kim (2021), por exemplo, buscaram equilibrar o lucro méximo e custos
minimos para todas as operac¢des de mineragao.

Ja na engenharia de construgdo, a programacao linear é aplicada para otimizar estratégias de
licitagdo competitiva, visando selecionar a melhor proposta e minimizar custos e tempo de projeto, como
demonstrado em um estudo de caso real que utilizou o software LINDO para modelagem (Aboelmagd,
2018).

No campo da engenharia quimica, a técnica é valiosa para o design eficiente de plantas quimicas e
para maximizar lucros através de uma programacao de producao 6tima (Fenech; Acrivos, 1956).

No setor de engenharia de sistemas de energia, a LP é utilizada para agendamento de geracao,
minimizacdo de perdas através da alocac@o de fornecimento de energia reativa e planejamento de
investimentos em equipamentos de geracgéo (Delson; Shahidehpour, 1992).

Em termos de aplicacdo pratica, a programacao linear pode ser usada para identificar a melhor
opcédo de desenvolvimento de um local que ofere¢ca o maior retorno financeiro para um desenvolvedor
(Wu, 1989).

A inclusdo de métodos de programagéo linear no curriculo de engenharia é destacada como uma
abordagem cientifica para aprimorar a educagdo em engenharia, permitindo uma tomada de decisédo
sistematica e a formacdo de modelos de programacao linear (Ramya; Singuluri, 2019). Além disso,
muitos problemas de otimizacdo em engenharia podem ser formulados como um programa linear, e
problemas de otimizagdo nado lineares podem ser resolvidos iterativamente através de versdes
linearizadas do problema original (Bakr, 2013).

A programacao linear também é aplicavel ao design 6timo em engenharia, onde problemas com
funcbes de custo e restricdes lineares podem ser transformados em uma sequéncia de programas
lineares, e alguns métodos de programacédo nao linear (NLP) resolvem um problema de LP durante
seus processos iterativos de solucdo (Arora, 2012). A programacéo linear € uma parte importante da
pesquisa operacional, com algoritmos classicos como o método simplex e novos algoritmos sendo
desenvolvidos para aplica¢des especificas (Chanas; Kuchta, 1999).

Os conceitos béasicos de programacao linear envolvem a solucdo de sistemas de desigualdades
lineares e a selecdo de uma solu¢cdo que maximize uma funcéo linear das variaveis (Heesterman,
1983). Finalmente, a modelagem de programacéo linear € essencial para a tomada de deciséo e
alocacdo de recursos, com aplicagbes em engenharia, gestdo, andlise econdmica e operacdes
militares, e diferentes modelos de programacéo linear, como programacéo inteira 0-1, programacao
inteira mista e programacdo multiobjetivo, sdo comparados para destacar suas forgas, fraquezas e
caracteristicas (Zhang, 2023).

Em suma, a programacao linear se mostra como uma ferramenta indispensavel na otimizagao de
processos em diversas areas da engenharia. Sua aplicacdo abrange desde a industria e a construcao
civil até a energia e o design de produtos, auxiliando na tomada de decisdes estratégicas e na busca
por solucdes eficientes.

Conclusao

O presente trabalho levantou a importancia de se entender o método matematico por tras da
programacao linear explicando suas técnicas, com destaque ao algoritmo simplex. Por fim, fornecemos
um passo a passo para o desenvolvimento do algoritmo simplex que servird de auxilio a outros
pesquisadores, onde os mesmos podem implementa-los em qualquer local, dado que futuras pesquisas
podem explorar a integracdo da programacao linear com outras técnicas de otimizacdo, como a
programacao nao linear, algoritmos genéticos e métodos heuristicos, para resolver problemas mais
complexos e de grande escala.abo

Além disso, a aplicacdo da programacéo linear esta presente em diversas areas de estudos,
inclusive em contextos especificos da induUstria 4.0, como a otimizacdo de processos em fabricas
inteligentes e a gestéo de recursos em sistemas de producéo altamente automatizados.
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