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Resumo- Este trabalho apresenta uma análise de um modelo estrutural por elementos finitos utilizando os 
dados de um modelo real e conceituando no estudo de fenômenos aeroelásticos. O modelo da asa de um 
avião de transporte de Bisplinghoff, Ashley e Halfman (asa BAH), é apresentado visando obter os 
deslocamentos no eixo elástico da mesma. O modelo é gerado em base de dados experimentais da 
distribuição de rigidez em flexão, torção e cisalhamento, fornecidos por Bisplinghoff, e ajustado em base a 
sua resposta dinâmica. Uma comparação da resposta modal (freqüências e deslocamentos) do modelo 
original e do modelo proposto é apresentada como validação, o que permitiu a adequada avaliação. 
 
Palavras-chave: Aeroelasticidade, Elementos Finitos, Dinâmica de Estruturas. 
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Introdução 
 

O estudo dos problemas provenientes da 
interação entre fluidos e estruturas constitui uma 
área de pesquisa multidisciplinar, abrangendo o 
estudo da interação entre forças provocadas pelo 
movimento de um corpo num fluido, forças 
elásticas e forças de inércia atuantes em uma 
estrutura. Quando o fluido considerado é o ar, é 
mais comum utilizar a denominação de 
Aeroelasticidade para a área. 

Existem diversos tipos de problemas 
aeroelásticos na engenharia aeronáutica, tais 
como rajadas, divergência, reversão de 
comandos, flutter e buffeting. 

Problemas aeroelásticos também ocorrem no 
campo da engenharia civil, tal como o bem 
documentado desastre da ponte de Tacoma, em 
1940, nos Estados Unidos. O estudo destes 
fenômenos pode ser encontrado nas referências 
clássicas de aeroelasticidade (BISPLINGHOFF et 
al., 1955; FUNG, 1993; DOWELL, 1995). 

BISPLINGHOFF et al. (1955) apresentaram e 
desenvolveram teoricamente um exemplo típico de 
uma asa finita de um avião de transporte, 
denominado de "BAH Wing Model". Este exemplo 
é considerado internacionalmente como um 
modelo de teste e validação aeroelástica (MOON, 
2009; NASER, 2001). 

Este modelo foi adaptado como um problema 
de demonstração para o software de cálculo por 
elementos finitos NASTRAN por RODDEN et al. 
(1979) e utilizado por RODDEN e JOHNSON 
(1994) no manual da Versão 68 do software 
MSC/NASTRAN. 

No modelo de elementos finitos apresentado 
neste manual, é utilizado um elemento GENEL 
(general structural element) para representar a 
rigidez da estrutura. No entanto, este elemento 
não permite obter informação das deformações 
internas ou esforços internos, necessários para 
determinadas análises (rajadas). Desta forma, 
então, é útil desenvolver um modelo aeroelástico 
novo da asa BAH que permita estas análises, tal 
como é observado por ARENDSEN (2002). 

Neste trabalho se enfrentará esta necessidade, 
mas apenas o desenvolvimento do modelo 
estrutural da asa BAH será abordado. O objetivo 
principal é o de obter um modelo semelhante para 
simular a resposta dinâmica desta asa, permitindo 
visualizar as deformações ao longo do eixo 
elástico da mesma. 
 
Metodologia 
 

A idealização do modelo de asa BAH 
apresentada por BISPLINGHOFF et al. (1955) é 
mostrada na Figura 1. 

Será utilizado o sistema inglês de medidas 
devido a ser o sistema utilizado normalmente nas 
referências. 

Esta semi-asa tem uma massa de 24519 lbs, 
uma área de 81250 in2, uma corda de referência 
de 131.25 in e uma semi-envergadura de 500 in. 

A fuselagem é modelada no eixo de simetria 
com uma massa de 17400 lbs, um momento de 
inércia em arfagem (pitch) de 4.35 x 109 lb-in2 e 
um momento de inércia em rolamento (roll) de 
4.37 x 107 lb-in2. 
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A massa da asa é distribuída a 25% e 75% da 
corda como é apresentado na Figura 2. 

 
Figura 1: Modelo da asa BAH. 

 
 

 
Figura 2: Modelo de massa da asa BAH. 

 
O eixo elástico é considerado perpendicular à 

raiz da asa e à 35% da corda. As características 
destas massas concentradas são apresentadas na 
Tabela 1. 

 
Tabela 1: Propriedades das massas concentradas 
do modelo de asa BAH. 
 

1 5248.7 20.25

2 790.3 -81.00

3 9727.0 17.85

4 473.0 -71.40

5 3253.6 15.80

6 946.3 -63.20

7 2617.8 13.30

8 782.3 -53.20

9 494.8 11.05

10 185.2 -44.20

11 17400.0 0.00 0.00

Grid Massa (lb) coord. X (in)
Iy total 35%  

10
6
(lb-in2)

0.3990

87.200

931.710

37.200

27.700

 
 
A distribuição de rigidez do modelo de asa BAH 

é baseada em dados de um modelo real e foi dado 

por BISPLINGHOFF et al. (1955) por meio do 
gráfico da Figura 3. 

 
 
Para a representação do comportamento 

dinâmico das estruturas de asas finitas é 
conveniente representá-las por modelos de vigas, 
capazes de reproduzir movimentos de flexão e 
torção (BISPLINGHOFF et al., 1955). Uma vez 
que o desenvolvimento analítico destes modelos 
considera infinitos graus de liberdade, é preciso 
adotar simplificações que tornem o número de 
graus de liberdade finito. A técnica da 
superposição modal (MEIROVITCH, 1986) tem 
esta finalidade, representando a deformação de 
estruturas lineares em função de alguns de seus 
modos de vibração. 

 

 
Figura 3: Distribuição de rigidez em flexão, torção 
e cisalhamento da asa BAH. 

 
Assim, uma forma apropriada de representar o 

sistema de equações diferenciais de equilíbrio que 
governam a deformação elástica de uma asa, sob 
a ação de uma força externa, pode ser escrita em 
forma matricial, conforme a Equação 1. 
 
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }fyyy =++

∗∗∗
KCM                                      (1) 

 
onde: 
[ ]M  = Matriz dos termos de massa e de inércia; 

[ ]C  = Matriz dos termos de amortecimento; 

[ ]K  = Matriz dos termos de rigidez; 

}{y  = Vetor dos deslocamentos; 

}{ f  = Vetor das forças externas. 
 
Para a solução deste sistema de equações se 

utilizará a técnica da superposição modal. Esta 
técnica consiste em transformar a Equação 1 
utilizando a base modal do sistema conservativo 
associado. Este sistema associado é obtido pela 
eliminação do amortecimento e da carga da 
equação de movimento original, obtendo-se assim 
a Equação 2. 
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[ ]{ } [ ]{ } { }0=+
∗∗

qq KM                                                  (2) 
 
 
 
Este sistema admite, de uma forma geral, 

soluções do tipo apresentado pela Equação 3. 
 

{{{{ }}}} {{{{ }}}} t

i
ieq

ωωωωϕϕϕϕ====                                                            (3) 

 
onde 2

ii ωωωωλλλλ −−−−====  é a i-ésima raiz característica, 
iωωωω  é 

a i-esima freqüência natural do sistema não 
amortecido e { }ϕ i

 é o i-ésimo vetor de formas 

modais (observe-se que, para cada valor de raiz 
característica, corresponde uma forma modal, e 
que a solução do sistema da Equação 2 é a 
superposição linear de todas as possíveis formas 
modais). 

Substituindo-se a Equação 3 na Equação 2, e 
para 0≠≠≠≠

tie
ωωωω , tem-se, para a forma modal i , a 

Equação 4. 
 
[[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}} {{{{ }}}}0

2
====++++ iii ϕϕϕϕϕϕϕϕωωωω KM                                            (4) 

 
Ao se utilizar ?????  escrever o que é  ?????? 

da Equação 4 obtém-se a Equação 5. 
 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]] {{{{ }}}} {{{{ }}}}0====−−−− ii ϕϕϕϕλλλλ MK                                             (5) 

 
A Equação 5 representa um problema de 

autovalores de primeira ordem, onde os elementos 
da matriz diagonal dos autovalores [[[[ ]]]]iλλλλ  são as 

raízes características 
iλλλλ , e a matriz dos 

autovetores [[[[ ]]]]iQ  é a matriz das formas modais ϕ i
 

ordenadas em coluna. 
Ao considerar a transformação apresentada na 

Equação 6 ......... 
 

{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}}ηηηηQy ====                                                           (6) 
 
O parâmetro {{{{ }}}}ηηηη  é o vetor de amplitudes 

modais, que representa a participação de cada 
modo na resposta. 

Assim, substituindo-se a transformação 
anterior, que se refere à Equação 6, no sistema 
original da Equação 1 obtém-se a Equação 7. 

 
[[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} {{{{ }}}}fQQQ ====++++++++

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ηηηηηηηηηηηη KCM                        (7) 
 
Ao se pré multiplicar a Equação 7 por [[[[ ]]]]T

Q   se 
obtém a Equação 8. 

 
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]] {{{{ }}}}fQQQQQQQ

TTTT
====++++++++

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ηηηηηηηηηηηη KCM   (8) 
 

onde: 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]] [[[[ ]]]]µµµµ====QQ
T

M  = Matriz de massa generalizada; 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]] [[[[ ]]]]ββββ====QQ
T

C  = Matriz de amortecimento 
generalizado; 
 
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]][[[[ ]]]] [[[[ ]]]]γγγγ====QQ

T
K  = Matriz de rigidez generalizada; 

[[[[ ]]]] {{{{ }}}} {{{{ }}}}φφφφ====fQ
T  = Vetor das cargas generalizadas. 
 
Substituindo-se estas ultimas matrizes na 

Equação 8 obtém-se a Equação 9. 
 

[[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}} {{{{ }}}}φφφφηηηηγγγγηηηηββββηηηηµµµµ ====++++++++
∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗  .                                  (9) 

 
É importante observar que as matrizes [[[[ ]]]]µµµµ  e [[[[ ]]]]γγγγ  

são matrizes diagonais devido as propriedades de 
ortogonalidade dos autovetores do sistema 
conservativo associado, também, pode-se 
considerar que o efeito dos termos de inércia em 
estruturas aeronáuticas é pequeno em 
comparação com os termos elásticos, pelo que, o 
sistema da Equação 9 pode-se considerar não 
acoplado estruturalmente. 

Observe-se, que a Equação 6 indica que o 
vetor resposta do sistema original }{y  é dado pelo 

produto da matriz dos autovetores [[[[ ]]]]iQ  e do vetor 

de amplitudes modais {{{{ }}}}ηηηη . 
Assim, pode-se analisar a característica da 

resposta dinâmica da estrutura por meio da 
analise das formas modais e da freqüência natural 
de vibração da mesma. 

Atualmente, o procedimento mais adequado 
para a obtenção dos modos de vibração e as 
freqüências naturais de estruturas complexas é o 
método de elementos finitos (ZIENKIEWICS, 
1986). 

Embora o método de elementos finitos permita 
trabalhar com modelos estruturais complicados, os 
modelos de vigas ainda são bastante utilizados na 
indústria e na pesquisa, por necessitarem de um 
número bem menor de graus de liberdade 
(CHUDÝ, 2004). 

Assim se apresenta viável utilizar um modelo 
de elementos finitos (FEM) com elementos de 
vigas para representar, neste trabalho, o modelo 
da asa BAH. 

Para a confecção e análise do modelo FEM se 
utilizou uma versão livre do software  
MSC/NASTRAN que apresenta uma limitação no 
número de elementos a utilizar no modelo. 

Decidiu-se colocar as vigas flexíveis sobre o 
eixo elástico da asa (35% da corda) e dividir o 
espaço entre massas com três vigas de igual 
cumprimento. 

Para as vigas flexíveis se utilizou o elemento 
simples de viga CBAR (Simple Beam Element 
Connection). Para os valores de rigidez das 
mesmas foram utilizados cartões PBAR (Simple 
Beam Property). As vigas rígidas foram definidas 
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como RBE2 (Rigid Body Element, Form 2) o que 
permite associar o movimento de um ponto a 
outro. Para a descrição de massas e de inércias 
foram utilizados cartões CONM1 (Concentrated 
Mass Element Connection, General Form 1). 

O modelo resultante para a asa BAH utilizando 
vigas é apresentado na Figura 4. 

 

 
 
Figura 4: Modelo FEM com vigas da asa BAH. 
 

Para definir as propriedades dos elementos 
simples de viga se considera um material de 
modulo de elasticidade 10101×== GE  e uma área 
transversal das vigas unitária. Desta forma pode-
se introduzir diretamente os valores lidos do 
gráfico da Figura 3 como o momento de inércia de 
área (I2), a constante em torção (J) e a rigidez 
transversal de cisalhamento por unidade de 
cumprimento (K2), valores estes necessários para 
definir os cartões PBAR (KILROY, 1998). 

Para o cálculo da rigidez de cada elemento de 
viga primeiro se extraiu, do gráfico da Figura 3, os 
valores da rigidez nos extremos das vigas. Estes 
valores são apresentados na Tabela 2. 

 
Tabela 2: Valores de rigidez nas estações, 
extraídos do gráfico da Figura 3. 
 

station 
( in.)

E I *e-10 

(psi)2

G J *e-10 

(psi)2
G K *e-7 

(lb)
0 6,815 2,678 2,6132
30 5,841 2,669 2,6038
60 5,099 2,688 2,5849
90 4,404 2,697 2,5660
122 3,709 2,707 2,5283
154 3,106 2,716 2,5094
186 2,666 2,707 2,4623
213 2,225 2,612 2,3962
240 1,993 2,498 2,3585
268 1,669 2,281 2,3019
301 1,344 1,968 2,1887
334 1,113 1,590 2,0943
368 0,927 1,183 1,9717
398 0,742 0,852 1,8491
428 0,603 0,644 1,7170
458 0,533 0,492 1,6132  

 

A continuação se considerou a meia rigidez 
para cada elemento de viga, e se considerou este 
valor constante ao longo de cada viga. Estes 
valores descritos são apresentados na Tabela 3, já 
com a denominação utilizada no cartão PBAR. 
 
Tabela 3: Valores médios de rigidez nas vigas. 
 

viga grids I2 J K2 e-3

21 11-21 6,32781 2,67350 2,608491
22 21-22 5,47020 2,67823 2,59434
23 22-23 4,75166 2,69243 2,575472
24 23-24 4,05629 2,70189 2,54717
25 24-25 3,40728 2,71136 2,518868
26 25-26 2,88576 2,71136 2,485849
27 26-27 2,44536 2,65931 2,429245
28 27-28 2,10927 2,55521 2,377358
28 28-29 1,83113 2,38959 2,330189
30 29-30 1,50662 2,12461 2,245283
31 31-32 1,22848 1,77918 2,141509
32 32-33 1,01987 1,38644 2,033019
33 33-34 0,83444 1,01735 1,910377
34 34-35 0,67219 0,74763 1,783019
35 35-36 0,56788 0,56782 1,665094  

 
 
Resultados 
 

Para analisar a resposta dinâmica do modelo 
(considerado livre-livre) se utiliza a solução de 
analise de modos normais (SOL103) do software 
NASTRAN. Seleciona-se o método de Givens 
modificado para a extração dos autovalores e 
autovetores dos primeiros 11 modos que são 
normalizados pelo valor máximo. 

Tal como já observado por ARENDSEN (2002), 
os erros introduzidos pela leitura dos gráficos da 
Figura 3, juntamente com a construção de um 
modelo por segmentos de uma estrutura continua, 
são significativos. A comparação das freqüências 
modais e uma descrição dos modos são 
apresentadas na Tabela 4. 

 
Tabela 4: Comparação das freqüências modais. 
 

modos
genel 
(Hz)

viga 
(Hz) % descrição

1 0.00 0.00 NA corpo rígido
2 2.44 2.20 -10.52 primeiro modo de flexão 
3 3.57 3.72 4.18 primeiro modo de torção
4 8.53 7.30 -16.89 segundo modo de flexão 
5 12.68 16.13 21.40 primeiro modo de torção na ponta
6 14.88 17.36 14.26 modo de flexão na ponta 
7 21.15 23.61 10.42 modo de torção na raiz 
8 24.66 26.57 7.18 terceiro modo de flexão
9 32.66 30.28 -7.89 quarto modo de flexão 
10 39.05 38.44 -1.59 segundo modo de torção na ponta
11 49.04 53.01 7.50 terceiro modo de torção na ponta  
 
Observa-se que o modo 2 é o primeiro modo 

flexível da tensão de flexão e o modo 3 é o 
primeiro modo flexível da tensão de torção, pode-



 

XV Encontro Latino Americano de Iniciação Científica, XI Encontro Latino Americano de Pós-Graduação e V Encontro Latino 
Americano de Iniciação Científica Júnior - Universidade do Vale do Paraíba 

5 

se inferir um fator para corrigir a rigidez em flexão 
e em torção dos elementos de viga considerando 
o valor do erro que apresentam as formais modais. 

As comparações das formas modais dos 
primeiros dois modos flexíveis e o fator proposto 
para correção são apresentadas nas Tabelas 5 e 
6. 

 
Tabela 5: Comparação da forma modal do 
primeiro modo de flexão. 
 

grid genel viga % fator
1 -128212 -188621 47.12 1.4
2 -121805 -179552 47.41 1.4
3 -16949 -12978 NA NA
4 -6237 34018 NA NA
5 246861 282584 14.47 1.1
6 258187 293914 13.84 1.1
7 619290 608383 -1.76 1.0
8 631601 618411 -2.09 1.0
9 987888 990307 0.24 1.0
10 1000000 1000000 0.00 1.0
11 -166653 -179059 7.44 1.0

modo 2

 
 

Tabela 6: Comparação da forma modal do 
primeiro modo de torção. 
 

grid genel viga % fator
1 -76999 -78987 2.58 0.9
2 590195 607363 2.91 0.9
3 -206172 -218524 5.99 0.9
4 1000000 1000000 0.00 0.9
5 -212186 -218232 2.85 0.9
6 893609 918444 2.78 0.9
7 -222621 -232025 4.22 0.9
8 744408 770110 3.45 0.9
9 -226285 -232109 2.57 0.9
10 585084 640267 9.43 0.9
11 75800 74628 -1.55 0.9

modo 3

 
 
Os fatores de ajuste utilizados e os novos 

valores de rigidez para o modelo ajustado são 
apresentados na Tabela 7. 

 
Tabela 7: Valores de rigidez ajustados. 
 

viga grids fat I2 ajust. fat J ajust. K2 e-3
21 11-21 1,40 8,858940 0,90 2,406151 2,608491
22 21-22 1,40 7,658278 0,90 2,410410 2,594340
23 22-23 1,35 6,414735 0,90 2,423186 2,575472
24 23-24 1,35 5,475993 0,90 2,431703 2,547170
25 24-25 1,35 4,599834 0,90 2,440221 2,518868
26 25-26 1,30 3,751490 0,90 2,440221 2,485849
27 26-27 1,30 3,178974 0,90 2,393375 2,429245
28 27-28 1,10 2,320199 0,90 2,299685 2,377358
28 28-29 1,10 2,014238 0,90 2,150631 2,330189
30 29-30 1,10 1,657285 0,90 1,912145 2,245283
31 31-32 1,00 1,228477 0,90 1,601262 2,141509
32 32-33 1,00 1,019868 0,90 1,247792 2,033019
33 33-34 1,00 0,834437 0,90 0,915615 1,910377
34 34-35 1,00 0,672185 0,90 0,672871 1,783019
35 35-36 1,00 0,567881 0,90 0,511041 1,665094  

 
A comparação das freqüências dos modos de 

vibração dos modelos e apresentada na Tabela 8. 
 

Tabela 8: Comparação das freqüências modais do 
modelo ajustado. 
 

modos genel (Hz) viga (hz)  %
1 0,00 0,00 N/A
2 2,44 2,53 3,83
3 3,57 3,53 -0,94
4 8,53 7,83 -8,20
5 12,68 16,30 28,57
6 14,88 16,70 12,20
7 21,15 23,44 10,83
8 24,66 26,38 6,95
9 32,66 31,13 -4,68

10 39,05 36,26 -7,15
11 49,04 47,42 -3,29  

 
As comparações das formas modais dos 

primeiros dois modos flexíveis são apresentadas 
numericamente nas Tabelas 9 e 10. 

 
Tabela 9: Comparação da forma modal do 
primeiro modo de flexão do modelo ajustado, nos 
pontos de massa. 
 

grid genel viga %
1 -128212 -133774 4,34
2 -121805 -128252 5,29
3 -16949 16223 -195,71
4 -6237 24831 -498,15
5 246861 235487 -4,61
6 258187 244929 -5,14
7 619290 608383 -1,76
8 631601 618411 -2,09
9 987888 990307 0,24
10 1000000 1000000 0,00
11 -166653 -179059 7,44

modo 2

 
 

Tabela 10: Comparação da forma modal do 
primeiro modo de torção do modelo ajustado, nos 
pontos de massa. 
 



 

XV Encontro Latino Americano de Iniciação Científica, XI Encontro Latino Americano de Pós-Graduação e V Encontro Latino 
Americano de Iniciação Científica Júnior - Universidade do Vale do Paraíba 

6 

grid genel viga %
1 -76999 -78987 2,58
2 590195 607363 2,91
3 -206172 -218524 5,99
4 1000000 1000000 0,00
5 -212186 -213953 0,83
6 893609 900436 0,76
7 -222621 -193354 -13,15
8 744408 770110 3,45
9 -226285 -165792 -26,73
10 585084 640267 9,43
11 75800 74628 -1,55

modo 3

 
 
Também, pode-se observar que este modelo 

das formas modais nos pontos do eixo elástico. Os  
gráficos das formas modais do primeiro e segundo 
modo de flexão da asa BAH, no eixo elástico, são 
apresentados nas Figuras 7 e 8. 
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Figura 7: Forma modal do primeiro modo de flexão 
do modelo ajustado, nos pontos do eixo elástico. 
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Figura 8: Forma modal do segundo modo de 
flexão do modelo ajustado, nos pontos do eixo 
elástico. 
 
Discussão 
 

É importante observar que a precisão dos 
resultados é influenciada pelo refinamento da 
malha de elementos e pelo método de cálculo dos 

valores de rigidez das vigas. Este modelo 
apresentou a limitação do número máximo de 
elementos a utilizar, limitação esta imposta pelo 
software livre selecionado para a análise. Esta 
limitação também aumenta o erro introduzido no 
cálculo dos valores de rigidez, mas não torna 
inválido o método utilizado. 
 
Conclusão 
 

Considerando-se os valores apresentados nas 
Tabelas 8 a 10 pode-se observar que o modelo 
permite boa precisão nos resultados ao se 
comparar com os valores publicados na literatura 
específica. Também, ao se observar os gráficos 
das Figuras 7 e 8, mostra-se que o modelo 
permite obter os deslocamentos no eixo elástico 
da asa BAH, cumprindo-se o objetivo proposto 
neste trabalho. 
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