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Resumo- A expressao onda de gravidade sugere que a gravidade atua como uma forca restauradora
sobre uma parcela de ar que foi deslocada, por algum motivo, de sua posicao inicial de equilibrio. As ondas
de gravidade adquirem especial atengdo, pois influenciam fortemente a circulacdo dos constituintes e a
estrutura térmica da média atmosfera. Devido a esta grande importancia, o tratamento matematico
empregado na descricdo de tais ondas deve ser estudado minuciosamente, objetivando a compreensao
fisica da representacdo matematica. Para auxiliar nesta compreensdo, € proposto neste trabalho o
desenvolvimento das principais equagfes empregadas no estudo das ondas de gravidade, visando
entender o modo como os processos fisicos sdo correlacionados € a maneira como estao representados
através da abordagem matematica. Como resultado, este trabalho pode ser considerado como um rapido
apéndice contendo as principais equacoes que descrevem ondas de gravidade e como uma referéncia para

iniciantes nesta area de pesquisa.

Palavras-chave: Equagdes, Ondas de Gravidade.
Area do Conhecimento: Ciéncias Exatas e da Terra.

Introducao

Fenémenos de ondas sao predominantes nas
atmosferas planetarias e surgem como resultado
de perturbagdes introduzidas por fontes externas e
internas aos planetas (SCHUNK et al., 2009). As
ondas de gravidade apresentam pequenas
escalas espaciais e podem ser entendidas
fisicamente como o desequilibrio entre a forga de
gravidade e o gradiente de pressdo na atmosfera,
que atuam no fluido como forgas restauradoras
(VARGAS, 2007).

Por estas ondas ndo serem globais, mas
localizadas, a curvatura do planeta néo é relevante
para seus estudos. Ondas de gravidade
apresentam fontes localizadas e se propagam com
um limitado intervalo de comprimentos de ondas.
No planeta Terra, as ondas de gravidade podem
ser geradas na estratosfera e mesosfera e assim
se propagam para as alturas termosféricas ou elas
podem ser geradas na prépria termosfera
(SCHUNK et al., 2009).

Na baixa atmosfera as ondas de gravidade séao
geradas por perturbag¢des no fluxo de ar sobre as
montanhas, a partir de tempestades, vulcdes e
terremotos. Na alta atmosfera, podem ser geradas
por variagdes nos aquecimentos Joule, pela for¢ca
de Lorentz em elevadas altitudes, pela quebra de
ondas propagantes para cima, pelo movimento do

terminadouro solar e por eclipses solares
(SCHUNK et al., 2009).

Para abordar a matemética envolvida nestes
processos fisicos este artigo estd dividido em
equacOes basicas, apresentando os numero de
onda, fase, freqiiéncia e velocidade, e Frequéncia
de Briint-Vaisala, explicando desde seu significado
fisico a sua representagcdo matematica.

Equacoes Basicas

Devido ao fato de que o movimento das ondas
de gravidade ocorre em um meio que também se
move, podem surgir confusbes se nao forem
especificados os pontos de referéncia do
observador. Em uma referéncia Lagrangiana, os
movimentos do fluido s&o observados em um
sistema de coordenadas que se movimenta
juntamente com o fluxo, ocasionando observagdes
nas quais as ondas sempre apresentam
movimentos horizontais ao observador. Ja a
referéncia Euleriana é aquela na qual a referéncia
€ estacionaria em relacdo ao fluxo. Observacoes
em ambas as referéncias sao relacionadas através
de transformagbes matematicas apropriadas e os
fendmenos fisicos associados sdo os mesmos. E
interessante ressaltar que certas descricoes
fisicas do movimento sdo mais conceitualmente
faceis de entender utilizando uma determinada
referéncia do que a outra (NAPPO, 2002).
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Este estudo é baseado no Sistema Euleriano,
ou seja, o observador estd em um ponto fixo em
relagdo ao movimento das ondas. Serd utilizado o
sistema de coordenadas cartesianas com x e y
nos planos horizontais € z na direcdo vertical,
sendo (. 7. Z) os respectivos vetores unitarios.

O comprimento de onda f ¢ a distancia, ao
longo do eixo em que a onda se propaga, no qual
0 padrdo de forma da onda comega a se repetir
como, por exemplo, sucessivas cristas, vales ou
pontos fixos simétricos de ondas (Halliday et al.,
1996). Segundo Nappo (2002) o nimero de onda
pode ser entendido como 27 vezes o nimero de
oscilacbes por unidade de comprimento ou
comprimento  por unidade de radianos.
Matematicamente os numeros de ondas para a
direcao de propagacéao da onda e para as diregdes
X, Y e z, S840 respectivamente:

2 . 2m . 2= 2 )
= k= — L= m=—
i T A ,.1_1_. Az
sendo 4+, *v e 4 os comprimentos de ondas nas

respectivas dire¢bes, como ilustrado na figura 1.

z

Figura 1 — Pardmetros de uma de onda de
gravidade. FONTE: Adaptado de Nappo (2002,
p.11) e Hargreaves (1979, p.130).

Nappo (2002) afirma que o vetor de onda
define a direcdo de propagacdo da onda e é
representado por:

K= kit If4ms )

O periodo de onda, T, é o intervalo de tempo
apés o qual o movimento de um elemento
posicionado em qualquer ponto da onda comega a

se repetir. A frequiéncia de onda, @, §é 27
vezes 0 numero de oscilagbes da onda por
unidade de tempo, ou seja:

2m

T

(3)

ot

A variacdo espacial e temporal da onda é
descrita por:
fixt) = Acoslkx — wt) (4)
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sendo A a amplitude da onda, k 0 nimero de onda
e @ a freqiéncia da onda. Considere que em t =0
a perturbacdo seja descrita por fGt) = Asen(kx),
Se o pulso se desloca &x = wt para a direita sem
se deformar, entdo, apds t=t, a perturbacdo deve
ser descrita pela mesma equagao que a descrevia
em =0 e assim f(xt) = Asen(kx — wt) Se apds t=t
0 pulso, sem se deformar, se desloca para a
esquerda, ou seja, -w, a perturbagao é descrita por
flot) = Asen(ix + wt), conforme figura 2.

f(xft):Asen(kxﬁ-wt) f(x,t)=Asen(kx—mt)

1 -wt ] wt |

Figura 2 — Representacdo da variacao espacial
e temporal de uma onda.

O ciclo da onda pode ser expresso em
coordenadas polares, sendo a fase da onda, # , o
angulo positivo entre o vetor raio e o eixo
horizontal. A fase da onda pode ser entendida
como o angulo de fase, ou seja, ¢ = kx —wt |
demonstrado na figura 3.

Figura 3 - Fase de uma onda representada em
coordenadas polares. FONTE: Nappo (2002,

p.11).

Para o caso bidimensional realiza-se o produto
4 .
escalar entre o vetor ® e o vetor raio da

. n . —* . -+
circunferéncia ¥. Todavia o vetor de onda, X, pode
ser escrito em termos da dire¢do x e z e de seus
respectivos comprimentos de ondas, e assim:

—
K.

i

¢ = — wt = fp=kxrt+mz —w (5
)

Sendo a circunferéncia uma  figura

. e . -~ .
bidimensional, o vetor raio * é descrito por:
—* - ~
F=xf4 =z£ (6)

A equacéo para a familia das frentes de ondas
apresenta um valor constante para a fase da onda:
glx, z) = kx + mz = constante 7)

Através da equacao (1) verifica-se que se o
comprimento de onda m, correspondente a
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direcdo z, é anulado, entdo, 4=—0 | e as frentes
de onda se tornam paralelas ao eixo z. Da mesma
forma se 4x—0 | o0 comprimento de onda k, na
diregdo do eixo x, é anulado e a onda se torna
paralela a este eixo.

Dado que a equagao (7) apresenta um valor
constante, determina-se a altura de uma linha de

fase constante, %8, como:

k

Zg = — Ex + constante (8)

Assim a fase de um vetor é definida como:
07 = 2 + 292 (9)

Substituindo (8) em (9) encontra-se:
— s — k

6 =t- iz = B =x(r-_2) (10
m m

Realizando-se o produto escalar entre o vetor
de onda e a fase da onda verifica-se que:
1 1
&

—+ 4 —_ 4
K. B = (k5 + mz’."].x(:'r‘— —2'.") =kf+mE)xf—x—:
m m

Simplificando:
= k

11
i @ = kx — my— = faﬂﬁ:k:r—r'-cx: ( )
m

Sendo este produto escalar nulo, conclui-se
que o vetor de onda é perpendicular as frentes de
onda.

A magnitude do vetor de onda é dada por:

I = &% 4+ m? (12)

Reescrevendo a equagéo (12) em termos dos
numeros de onda, equagao ), encontra-se:
=

Gy =)+ (r:)%(‘
-0 +@)

Com a simplificacdo matemética tem-se:

A equagdo (13) demonstra que  deve ser
muito menor que 4x € 4z

E possivel definir a veIomdade de fase da onda
imaginando-se, por exemplo, que seja marcado
um ponto sobre a crista de uma onda e que se
acompanhe este ponto ao longo da direcdo da
propagacao da onda, como ilustrado na figura 4.
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@(t) O(t+ A

[N/
N7

Figura 4 - Onda se movendo em determinada

direcdo vista nos instantes T e T+ Af . FONTE:
Nappo (2002, p.13).

A velocidade de fase da onda, c, corresponde a
velocidade na qual o ponto, de fase constante, se
desloca na direcdo da propagacdo da onda.
Observa-se que esta explicagdo diz respeito a
velocidade da perturbagcdo da onda inserida no
fluido e nao a velocidade do fluido.

A velocidade de fase é encontrada através da
diferenciagdo da equacédo (5), que especifica a
fase da onda, em relagéo ao tempo. Porém, sendo
a fase constante, esta diferenciacao é nula:

_ F(d) _dlwn o ~ldr) . w(d+) (14)

dt dr dr ~Ta " dr

A partir da equagao (14) é possivel notar que a
derivada do vetor raio em relagdo ao tempo, ou
seja, a velocidade de fase da onda, ¢, equivale a
relacdo entre a velocidade angular da onda e o
vetor de onda, ou seja:

dF  w — i N i (15)
—_— = = L= — [= —
dt R? ?? ,”Fk:_l_m:

As velocidades de fase podem ser encontradas
diferenciando a equagéao (5) em relacdo ao tempo.
As Unicas consideragbes a serem feitas € que
para ¢, 0 eixo z é considerado como constante e
para c; 0 eixo x € considerado constante. Estas
velocidades s&o dadas respectivamente por:

dx dx ) )
=k —— = - 16
O=k———w = =+ = =1 (16)
e
dz @ G
= m—— —_— = == 17
b=m_——w = —=— = = (17)

A equacao (13) também pode ser expressa em
termos das velocidades de fase em cada direcao.
Para isto, € necessario multiplica-la por 1/w? e
expressar os comprimentos de onda em termos de
seus respectivos numeros de ondas, dados na
equagao (1):

0 5=() 6=
(=)

) + )

(oY
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O -0 0= - @)+

A equacdo (18) permite concluir que a
velocidade de fase néo € um vetor.

Para o caso de um grupo de ondas € inserido o
conceito de velocidade de grupo. Esta velocidade
€ importante, pois todo o grupo de ondas
transporta energia através do meio no qual ele se
propaga. Para exemplificar este transporte de
energia, considere o caso mais simples, no qual
um grupo ondas seja composto por apenas duas
ondas que se propagam na mesma direcao.
Suponha que estas ondas apresentem a mesma
amplitude A, mas diferentes freqiéncias e
ndmeros de ondas, ou seja, a primeira onda é
caracterizada por @ + Aw e k + Ak ¢ 3 segunda
onda por & —Aw ¢ k— Ak

Utilizando a equagdo (4) para descrever os
movimentos destas ondas tem-se para a primeira
onda fj_ = AEDE‘{Ir'-C +ﬂ1!£].‘(’ — [D.I +.ﬂu.l]t]’ ou Seja’
fi = Acosilex 4 Akx — wt-l—ﬂu.lt], e para a
segunda onda, fz = Acosi(kx — Akx — wt — Awr)
ou 0 mesmo que
fz = Acos[k — Ak]x — [w — Ac]t) .

Em uma andlise matemética verifica-se que
ambos os argumentos contém ¥ — wt g, assim, é
possivel atribuir a este termo uma constante
arbitréria, tal como «. Outra caracteristica é que a
equagdo f; apresenta fkx+ 8wt e £, contém
IAkx — At | Assim, na representacdo de f;
atribui-se uma constante arbitraria, g a 8kx + Awt
e em f, atribui-se, -4 a Idkx—Awt Desta
maneira, é possivel escrever de forma simplificada
as representagdes de f, e f,como f1 = Acos(a + f)
efa = Acos(@—§),

A superposicdo destas ondas pode ser
realizada através da identidade trigonométrica

cos(a) cos(f) = %[ms(nf + B} + cos(a — )] ou seja,
cosa + 80+ cosla + ) = 2 cos(z). cos ().

Utilizando este conceito, a superposigdo, ¢ ,
equivale a:

£ = [4cos(a + )] + [4cos(a — g)]
F=4a [EDS{R‘ + ﬁ} + ::Ds{n’ — ﬁ'}]
f= A2 cos(z) cnsliﬁjl
F =2 acos(ix — wt Jeos(hix — Awr) (19)

O significado fisico da superposi¢cédo destas
duas ondas pode ser entendido pela analise do
grafico gerado pela equacao (19), apresentado na
figura 5. Neste grafico foi considerado um intervalo
de tempo de At =150s, numero de onda k = 27/30
m”, Ak = 27/300 m™, freqiiéncia angular w = 27/5 s°
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'e Aw = 27/200 s'. Através da figura 5 verifica-se

que a energia transmitida pelo grupo de ondas nao

atravessa os pontos de nd, pois nestes locais a

amplitude é zero. Assim, a energia é aprisionada

no pacote de ondas e apenas se movimenta
juntamente com o grupo de ondas.

As velocidades de grupo para as diregdes x, ug,

e z, wy, sao encontradas pelo mesmo método do

caso de uma Unica onda e sdo dadas por:

B e

. = —

97 ° "s = 5

(20)

Superposicido de duas ondas

Figura 5 — Superposicdo de duas ondas.
FONTE: Adaptado de Nappo (2002, p.16).
Frequéncia de Brunt-Vaisala

Todos os fendbmenos de onda apresentam
comportamento oscilatério. Para ilustrar esta
afirmagéo sera utlizado o exemplo dado por
Kelley (1997). Considere que um balédo de festas
estd cheio de ar e em equilibrio estatico em uma
determinada altura da atmosfera. Suponha que
este baldo seja empurrado para cima ou para
baixo e em seguida solto nhovamente.

Devido a densidade atmosférica diminuir com o
aumento da altura, quando o baléao é deslocado de
sua posigdo de equilibrio, o ar em seu interior
apresenta densidade diferente do ar de sua
redondeza e desta forma o baldo tendera a
retornar a sua posi¢ao de equilibrio. Supondo que
0 baldo foi deslocado para cima, quando tende a
retornar para baixo, ele ultrapassa sua posigcao de
equilibrio e é eventualmente forgado para cima
novamente. Este ciclo ocorre até que o balédo
consiga estabelecer seu equilibrio com a
atmosfera. Esta ilustragdo demonstra que ocorre
uma oscilagao antes que o equilibrio seja atingido.
A frequéncia de Briint-Vaisala é a freqiéncia na
qual ocorre esta oscilagdo. No caso em que ha
transferéncia de calor, uma parcela de ar aquecida
irdA se expandir e diminuir sua densidade,
provocando um deslocamento para cima. Quando
esfriada, a parcela ird comprimir e aumentar sua
densidade, ocasionando um movimento para
baixo. A oscilagdo ocorrerda quando a parcela
buscar sua posicao de equilibrio.

Para a analise matematica, considere uma
atmosfera com uma massa de ar m, e uma
parcela de ar com massa mp em equilibrio com a
atmosfera em uma determinada altura z.. Se a
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massa de ar m, for deslocada Az a partir da
posicdo de equilibrio e ndo ocorrer transferéncia
de calor, a forca de flutuabilidade que atuara na
parcela sera dada por:

F=—g.(my —m)? 1)

endo g a aceleracdo da gravidade. O sinal
negativo é decorrente de que o sentido positivo
para a gravidade é para cima. Aplicando a
segunda Lei de Newton para o movimento

it
F= ’mff) na equagao (21) e expressando a
aceleragao na forma diferencial encontra-se:

d*Az (m!,—m,,} (22

Mo g = 8- (mp —ma) =g\ )

Outra consideragao € que o volume da massa
de ar m, é igual ao volume da massa de ar m, da
atmosfera ou seja, Va.=V,=V € que a pressdo em
m, € em mp € a mesma e igual a pressao

atmosférica p. Através da equacado da densidade,
m
P~V amassa pode ser dada por m=g.¥ e as

massas de ar m; € m, podem ser expressas,
respectivamente, como my; = pg.V e

my = pPp-V | Substituindo estas massas na
equacao (22):

d*hAz Pp-V — pg-V By — P
dr® =_g(p 2 ):_g(p c) @)
t Py ¥ O

A equagdo de estado para o ar seco é
representada pela equacdo dos gases ideais,
p = poRT | onde R, a constante universal para os
gases, é R = 287 Jkg'K', e T é a temperatura.
Desta forma, as densidades para a atmosfera e
para a parcela de ar podem ser escritas como:

p p

PL::E e F’.u—a

(24)

Substituindo as densidades da equagao (24) na
equagao (23), defini-se a aceleragdo em termos da
temperatura:

1
d3Az RT, RIT, d?Az T,

=—g|— 1= =—g.
dtZ g P dt? g 1
RTF' TFI

Transformando a divisdo entre as fracdes em
uma multiplicagéo:

Simplificando,

ﬁ[zﬂz (rc _Tu) g
el Ple—Z -1 (25)
dr® T, rn{“ -”}
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Expandindo até a primeira ordem a
temperatura de ar da atmosfera, T, e a
temperatura da parcela de ar, T, encontra-se:

AT,
T,G. + A=) =Ty +ﬂz.ﬁ—“
=
e (26)
8T,
T, + A=) =T, +ﬂz.a—é

Onde T, corresponde a temperatura na altura
AzAT
de equilibrio z,. O termo Az mostra a variagao
sofrida pela temperatura em fungdo da respectiva
variacao da altura. Substituindo as equacoes (26)
na equagao (25) obtém-se:
d¥hz

dr_:z_%{rc_rp}
d*Az g ar, a7,
e = —E(Tn +ﬂz.¥— Ta —ME)
d¥ihz __ 4 Az 8T, 0Ty (27
Py ﬁg‘ﬁﬁ) )

O objetivo é expressar (27) em termos da taxa
de lapso adiabdtico I". Para este propdsito faz-se
necessario relembrar a 12 Lei da Termodinamica
que afirma que a variacao da quantidade de calor
q sofrida por um corpo o faz realizar trabalho W
e/ou armazenar energia interna wu.

dg= dW ¥ du (28)

O trabalho é o produto da forca F (F=#.4 |
sendo A a area e p a pressao) pelo deslocamento dx
realizado pelo corpo. O produto entre a area e o
deslocamento corresponde ao volume dv, logo:

dW = p.A.dx=> dW = p.dV (29)
E possivel considerar o volume V como unitério
1
r=—
e substitui-lo pelo volume especifico 2
dW = p. de (30)

Reescrevendo a equacao (28), tem-se:
dg = p.de + du (31)

Em processos nos quais é fornecido calor a um
material, variando sua temperatura, mas
permanecendo constante seu volume, introduz-se
0 conceito de calor especifico com volume
constante c¢,, dado por:

dg

=— (32)

Cy

Como o volume ndo variou, logo nao foi
realizado trabalho, ou seja, dW = 0 e da equagéao
(28) conclui-se que dg = du. Deste pressuposto
reescreve-se a equacao (32):

_du
T dr

€y = du = €p.dT (33)
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Substutuindo (33) em (31) encontra-se:
do=pda+ c.dT (34)

Todavia, #de | provém de:
lﬁ!{jﬂ'ﬂ’} =pda+adpy = pda= d{pw} —a (35)

Substituindo (35) em (34):

dg = d(pa) — adp + c,dT (36)
Da lei dos gases ideais ? = #ET  tem-se que
B
=R
2 , mas expressando a densidade em

termos do volume especifico, o, encontra-se
pe = HT Substituindo este termo em (36) tem-se
dg=d@T)— @dp +cdT = mas sendo R uma
constante, verifica-se:

dg = RdT — adp + c,dT = {R + cu}dT — widp (37)

Quando ¢é fornecido calor a um material,
variando sua temperatura, mas permanecendo
constante sua pressao, é introduzido o conceito de
calor especifico com pressdo constante c,:

dg
£y = E dg= cpdl (38)

A equacao (37), quando considerada no
processo de pressao contante, dp=0, fornece:

dg= (R + c,)dT (39)

Por descreverem a variacao de energia dq, as
equacodes (38) e (39) podem ser igualadas:
cpdT=E+c,)dT = ;= R4y (40)
Substituindo (40) em (37), encontra-se uma
nova expressao para a 1°Lei da Termodinamica:
dg = cpdT — wdp (41)

Considerando esta equacdo para a 19 Lei da
Termodinamica e tendo em vista ser o processo
adiabatico, dg=0, tem-se:

O=cpdT —adp = cpdl=adp 42
dp _

A equacéo hidrostética, definida por 3z ~ #9
determina que @r=—pggfz  Substituindo esta
variacdo de pressao na equacdo (42) e

1

o =

relembrando que 2, encontra-se:

1
cpdT = —wpgﬂz:—;pgdz:—gdz (43)

Manipulando a equacdo (43) é possivel
encontrar a taxa de lapso adiabatido:

ar g

dz ts

=T (44)

Encontro Latino Americano
de Pés Graduacao

Encontro Latino Americano

de Iniciagao Cientifica Junior

Para ar seco tem-se c,=1005 Jkg'K' e,
consequentemente, I' = -10 K km' . Apos esta
introducdo, retorna-se a equacao (27) e séo
realizadas as seguintes consideragoes:

T, _ g ar,

——_—= =T i@ _
fz Cp e E_T‘: (45)

sendo ¥a o gradiente atmosférico de temperatura.
Com estas substituicées a equacgéo (27) pode ser
expressa em termos da taxa de lapso adiabético I.
diAz g
= —Z AT - 46
53 I T -) (46)

Entao, reescreve-se a equagao (46) como:
difz 2
=—=N*Az (47)

sendo N2a freqliéncia de Brunt-Vaisala:
g
W =—0-r) (48)

Com a equagdo (48) conclui-se que a
freqiéncia de Brunt-Vaisdla é completamente
dependente da temperatura. Este fato impdem
limites para a propagacgéo vertical das ondas de
gravidade, pois quando uma onda alcancga regides
nas quais sua freqiiéncia intrinseca « se torna
maior do que N, ela ndo consegue mais se
propagar verticalmente. Assim, N2 corresponde ao
limite superior em frequéncia para a propagagao
das ondas de gravidade. A regido em que ocorre
@ = N é chamada de nivel de reflexao.

Outra caracteristica fisica € que se N30 as
particulas se movimentam em torno de suas
posicdes de equilibrio e as oscilagdes sao
chamadas estaveis. Se N%<0 os deslocamentos de
suas oscilagdes aumentam indefinidamente e os
movimentos sdo chamados de instaveis.

Resultados

Este artigo pode ser considerado como um
rapido apéndice constituido pelas principais
equagdbes que descrevem o comportamento
caracteristico das ondas de gravidade. O objetivo
principal foi desenvolver os raciocinios realizados
para se obter tais equagbes. Neste intuito, esta
centralizado o diferencial deste trabalho, pois
geralmente as literaturas direcionadas a este tema
apenas expoem tais equacdes em seu estado final
e ndo demonstram seus desenvolvimentos.

Discussao

Este estudo foi de grande importancia, pois
demonstrou a base matematica de uma das
frentes de trabalho para a confeccdo da
dissertacdo de mestrado intitulada como Estudo
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do Acoplamento Mesosfera-lonosfera por Meio de
Ondas de Gravidade Utilizando Modelagem
Numérica, que esta sendo realizado no Instituto de
Pesquisa e desenvolvimento da UNIVAP.
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