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Resumo- Em diversas ocasides dentro da atuacdo profissional de um Engenheiro de Produgdo é
necessaria a estimacao de determinado parédmetro. A técnica de reamostragem Bootstrap é muito util por
nao necessitar de muitas suposi¢cées para estimacado de parametros das distribuicbes de interesse. Este
artigo apresenta os diferentes métodos de calculo de intervalos de confianga utilizando a técnica de
reamostragem Bootstrap. Tais métodos séo: o Intervalo de Confiangca Bootstrap Percentil, o Intervalo de
Confianga Bootstrap Percentil das Diferengas, o Intervalo de Confianga Bootstrap t, o Intervalo de Confianca
Percentil Corrigido em Relagéo ao Viés (BCPB) e o Intervalo de Confianga de Correcéo de Vicio Acelerado
(BCa). Para aplicagéo destas técnicas foi realizado um estudo de caso para a estimagdo dos parametros
média e varidncia do comprimento de parafusos. Como as distribui¢des de probabilidades dos parametros a
serem estimados eram conhecidas foram também calculados os intervalos de confiangca baseados nas

distribuicoes de probabilidades destes estimadores e comparados os resultados.
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Introducéo

Ao se realizar uma analise de um processo de
producdo muitas vezes é necessaria a estimacgao
de algum parametro deste processo. Este
pardmetro pode ser uma meédia, uma variancia,
uma proporg¢do, uma amplitude de uma carta de
controle estatistico de processos, maximos,
minimos e até mesmo alguns indices criados para
a analise daquela situagao.

Técnicas de reamostragem sao uteis em
especial quando o caélculo de estimadores por
métodos analiticos for complicado. Devido a sua
generalidade, a técnica Bootstrap se encaixa na
solugdo de problemas complexos, pois possibilita
a estimagédo pontual e por intervalo de diversos
parametros.

Muitas vezes a distribuigdo de probabilidade é
desconhecida. Nesse caso o Bootstrap é muito
util, pois € uma técnica que nao exige diferentes
férmulas para cada problema e pode ser utilizada
em casos gerais, ndo dependendo da distribuicao
original do pardmetro estudado.

Quando a distribuicdo do parédmetro a ser
estimado € conhecida, a coincidéncia entre o
intervalo paramétrico baseado na distribuicdo de
probabilidades do pardmetro e o intervalo
Bootstrap reforcam a hipétese de veracidade a
respeito das suposi¢cdes do modelo paramétrico.

Este trabalho apresenta as diversas formas de
calculo de intervalos de confianga Bootstrap e
aplica tal ferramenta de analise estatistica na
estimagdo da média e da variancia do
comprimento de parafusos.

A técnica de Bootstrap

Para realizar o teste utilizando a técnica
Bootstrap €& preciso colher uma amostra de
tamanho n, que sera denominada amostra mestre.
Essa amostra deve ser coletada de maneira
planejada, uma vez que se esta amostra for mal
tirada e nao representar bem a populagdo, a
técnica de Bootstrap ndo levara a resultados
confiaveis.

Hesterberg et al. (2003) afirmam que a amostra
mestre representa a populagdo da qual foi
retirada. As reamostras desta amostra mestre
representam o que se deve obter quando se
retiram muitas amostras da populagao original. A
distribuicdo Bootstrap da estatistica, baseada em
muitas reamostras, representa uma distribuicao
amostral desta estatistica.

Para que a aplicacdo da técnica resulte em
valores confiaveis devem ser feitas, a partir da
amostra mestre, centenas ou até milhares de
reamostras do mesmo tamanho n. E importante
que a reamostragem seja realizada com
reposicao, sempre selecionando os valores de
forma aleatdria. Deve-se utilizar algum programa
computacional para a geragdo de numeros
aleatérios a partir de uma distribuicao discreta pré-
estabelecida (distribuicdo da amostra mestre).

Uma vez geradas as reamostras, deve-se
calcular para cada reamostra a estatistica
solicitada no problema. Essa técnica nao altera
nenhum valor da amostra mestre, ela apenas
trabalha na analise da combinagdo dos valores
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iniciais com a finalidade de se obter as conclusdes
desejadas.

A variabilidade presente no Bootstrap é dada
pela escolha da amostra mestre e pelas
reamostras, sendo a variabilidade devido a
escolha da amostra mestre a mais significativa.

A distribuicdo Bootstrap usualmente tem
aproximadamente a mesma forma e amplitude que
a distribuicdo amostral, porém esta centrada na
estatistica dos dados originais (amostra mestre),
enquanto a distribuicdo amostral estad centrada no
parametro da populagao.

Segundo Gonzalez Manteiga, Prada Sanchez e
Romo Urroz (1994) uma aplicagdo da metodologia
Bootstrap €& obter intervalos de confianca
confiaveis. Ha diversas técnicas distintas para o
calculo de intervalos de confianca Bootstrap. A
primeira delas é apresentada a seguir:

|.C.bootstrap=[ estatistica + t X SEpootstrap] (1)
, sendo n o tamanho da amostra mestre, t
encontrado utilizando-se (n-1) graus de liberdade,
N o numero de reamostras realizadas e SEossirap
igual ao desvio padrdo das estatisticas nas N
reamostras (HESTERBERG et al., 2003).

O intervalo de confianca Bootstrap t soé
funciona bem quando a estatistica Bootstrap tem
um vicio desprezivel e quando a distribuicdo
Bootstrap for aproximadamente normal.

A segunda técnica de calculo do intervalo de
confianga Bootstrap € denominada intervalo de
confianga percentil. Para uma confianga (1 -
a)100%, encontra-se o percentil (1 — a/2)100 % e
o percentil (a/2)100% da estatistica nas
reamostras (HESTERBERG et al., 2003).

A terceira técnica de calculo do intervalo de
confiangca Bootstrap também é denominada
intervalo de confianca percentil e é calculado
através dos percentis das diferencas dos valores
das estatisticas das reamostras em relagdo ao
valor médio desta mesma estatistica nas
reamostras (MONTGOMERY; RUNGER, 2003).

Para verificar se o intervalo de confiangca t
calculado é confiavel podemos compra-lo com o
intervalo de confianga percentil. Se o vicio for
pequeno e a distribuicdo bootstrap for
aproximadamente normal, os dois intervalos irdo
apresentar valores muito préximos. O intervalo de
confianga Bootstrap t acaba servindo mais como
prova da suposi¢cao de normalidade da distribuicao
Bootstrap.

Segundo Efron e Tibshirani (1986), se o vicio e
a assimetria estdo presentes de forma muito forte
€ mais recomendavel que se utilize métodos de
Bootstrap de corregdo como o Método BCPB e o
método BC..

No calculo do intervalo de confianga BCPB os
extremos do intervalo sdo os percentis da
distribuicdo Bootstrap ajustados para corrigir o
vicio e a assimetria desta distribui¢ao.

Por exemplo, para encontrar um intervalo de
confianga BCPB com 95% de confianga, é preciso
ajustar os percentis que para um calculo de
intervalo de confianca Percentil tradicional seriam
2,5% e 97,5% para outros valores, a fim de corrigir
0 vicio e assimetria. Se a estatistica for viciada
para cima o BCPB move os extremos para a
esquerda e se a estatistica for viciada para baixo o
BCPB move os extremos para a direita.

Para realizar o calculo do intervalo de
confianga BCPB deve-se primeiramente ordenar

A

as N estimativas Bootstrap da estatistica 6" com

1
1 =i £ N em forma crescente e calcular a
probabilidade py de uma estimativa Bootstrap ser
inferior a estimativa da estatistica na amostra

mestre (& ). Esse passo pode ser representado da
seguinte forma:

0, =P |0 <6 )
A partir do valor py é obtido o paradmetro

corregao do vicio zg que representa a inversa da
Normal no ponto po.

Zozq)il(po) (3)

O préximo passo é selecionar um nivel (1-
a)100% de confianga para o parametro e

determinar  Z, . E entdo possivel obter os
2

percentis P, e Ps:

P :(1)(220—2&} (4)

2
P, =CD{2 Z, + zaJ (5)
2

O Intervalo de Confianga BCPB € calculado da
seguinte maneira:

ICBCPB =|_PPI (ei ) Pps (ei )J (6)

O método de Correcdo de Vicio Acelerado
permite encontrar o intervalo de confianga quando
assimetria estiver presente de maneira muito forte.
Esse método nao difere muito do BCPB sendo
esta diferenga o fato de o BCa possuir uma
constante de aceleragdo “a” que ajusta o intervalo
de confianga em relagdo a assimetria. Segundo
Efron e Tibshirani (1986) nesta situacdo este
método é mais indicado que o método BCPB.

O intervalo de Confianca BCa ¢ obtido
realizando-se os mesmo passos do calculo do
intervalo de confianga BCPB com os limites P, e
Ps, porém utilizando-se um ajuste por meio da

constante de aceleragdo “a’. A obtengdo da
constante “a” envolve calculos nao triviais, o que
leva o Intervalo de Confianga BCa ser mais
utilizado quando ha algum software estatistico
disponivel. O programa S-PLUS é citado em varios
artigos. E possivel encontrar também alguns

programas livres que calculam esta constante.

X Encontro Latino Americano de Iniciagédo Cientifica e

489

VI Encontro Latino Americano de Pos-Graduagdo — Universidade do Vale do Paraiba



O célculo do intervalo de confiangca BCa é feito
através da mesma Equacao (6), porém com P, e
Ps respectivamente iguais a:

[Z"] )
P =0 zo+[zo+ZZJ o
| 1_a[zo+z%]

De acordo com Andrews e Buchinsky (2002) é
possivel determinar a constante “a” de maneira
mais simples quando as variaveis aleatorias
observadas na amostra mestre  forem
independentes e identicamente distribuidas. Neste

Caso: . R
P 00)° 9)

a= 3
6 (Zinzl(é(.) - ‘9A<i>)2)E

, com @ (i) representando o valor das estimativas

do parémetro estudado para cada amostra
consiste na amostra mestre sem a observagao

que

“i”
da mesma,com1<i<ne @ () O valor da media

das estimativas 0 (i)

Na maioria das publicagdes ndo técnicas em
estatistica, a forma de calculo dos intervalos de
confianga Bootstrap ndo costuma ser apresentada.
Segundo enquéte realizada por Hall (1988), o
método percentil é utilizado em mais da metade
destas publicacoes.

O Bootstrap € muito genérico e devido a esta
generalidade, ha mais de um método Bootstrap
como solugdo para um determinado problema
(HESTERBERG et al., 2003).

Materiais e Métodos

Foi selecionada uma amostra casual simples
de cinqlienta parafusos pertencentes a uma caixa
fechada contendo 200 parafusos de um mesmo
lote. Foi realizada a medigao destes cinqlenta
parafusos no laboratério de fisica da Universidade
Presbiteriana Mackenzie utilizando como
dispositivo de medicdo dimensional um
paquimetro digital ajustado em milimetros,
devidamente calibrado.

Para realizar a amostragem os 200 parafusos
pertencentes a uma caixa foram numerados.
Destes, foram sorteados cinquenta parafusos para
compor a amostra mestre. A caixa de parafusos
representa a populagdo de onde foi retirada a
amostra mestre.

A partir desta amostra de cinqlenta
comprimentos de parafusos, foram geradas mil
reamostras de mesmo tamanho.

Resultados

A Tabela 1 apresenta a amostra mestre,
algumas reamostras, a média e a variancia para a
amostra mestre e para as reamostras. Cada
reamostra foi gerada atribuindo probabilidade igual
a 1/50 para cada observacado da amostra mestre e
realizando a amostragem com reposigéo.

Tabela 1
Amostra mestre, reamostras, média e variancia
para a amostra mestre e reamostras

observacédo | amostra mestre | reamostra 1 reamostra 2 reamostra 3 ... reamostra 1000
1 28,03 26,84 27,04 27,39 26,53
2 26,54 27,75 27,20 27,04 27,39
3 27,18 27,99 26,22 27,25 27,29
4 26,89 27,00 26,66 26,85 26,97
5 27,31 27,47 27,01 27,20 27,94
6 27,04 26,48 27,54 26,13 27,02
7 26,81 26,53 26,46 27,01 26,74
8 26,62 26,66 26,66 27,54 27,94
9 26,80 26,42 26,46 27,11 27,11
10 26,85 27,31 26,35 26,85 26,54
40 26,48 27,20 27,75 26,22 27,00
41 26,58 26,63 26,22 27,29 26,85
42 27,20 26,63 26,62 27,54 27,22
43 26,65 27,51 27,00 26,54 26,80
44 26,68 27,54 26,68 26,80 27,39
45 26,53 26,81 26,80 26,66 26,62
46 27,94 26,48 26,97 27,04 27,39
47 27,16 27,47 27,25 27,11 26,74
48 27,54 27,32 27,54 27,04 26,89
49 26,46 26,48 26,62 27,00 27,39
50 27,29 27,20 26,22 27,00 27,00
média 26,980 27,0343 26,8224 26,9814 27,0838
variancia 0,2043 0,4801 0,4518 0,3689 0,3975

A Figura 1 apresenta o histograma das médias
dos comprimentos dos parafusos nas mil
reamostras Bootstrap:

] média 26,99 |
| Desvio padro  0,08374 |5

SN |,

Figura1
Histograma das médias dos comprimentos dos
parafusos nas mil reamostras

Pode-se notar a forma muito proxima a Normal.
O teste de aderéncia a distribuicdo Normal
realizado pelo método de Anderson Darling
confirma esta hipétese (p = 0,156).
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A média da amostra mestre encontrada foi
26,9908, sua mediana 27,0050 e sua variancia
0,2043. E possivel verificar a simetria dos dados
que compde a amostra mestre pela proximidade
do valor da mediana e da média.

Calculando-se o intervalo de confianca
Bootstrap Percentil para as médias encontrou-se
[26,8770 ; 27,1178]. O intervalo de confianca
Bootstrap Percentil das Diferengas encontrado foi
[26,8657 ; 27,1066]. Também foi calculado o
intervalo de confianga Bootstrap t igual a [26,8627
; 27,1189].

Como a distribuicdo de probabilidades da
média dos comprimentos dos parafusos &
conhecida foi possivel realizar o calculo do
intervalo de confianga paramétrico. O intervalo
obtido foi [26,8610 ; 27,1206].

A média das médias nas reamostras foi igual a
26,9928. O valor do viés calculado com os dados
das reamostras foi igual a 0,0020, considerado
pequeno (0,0007% do valor da estatistica na
amostra mestre). Neste caso os métodos
Bootstrap t e Bootstrap Percentil de célculo de
intervalo de confianca sao adequados e
resultaram em valores proximos.

Os intervalos de confianga para variancia
utilizando a técnica Bootstrap forneceram valores
proximos, a saber: intervalo de confianca
Bootstrap Percentil = [0,1313; 0,2740] e Percentil
das Diferengas = [0,1296 ; 0,2723].

A média das variancias nas reamostras foi igual
a 0,1993. O valor do viés para a estimativa da
variancia foi igual a — 0,0050 considerado grande
(2,45% valor da estatistica na amostra mestre).

Neste caso é aconselhavel o calculo dos
intervalos de confianga para a varidncia através
dos métodos BCPB e BCa, os quais apresentaram
respectivamente os seguintes valores [0,1426 ;
0,2887] e [0,1230 ; 0,3022]. Para obtengido do
intervalo de confianga pelo método BCa o valor
encontrado para a constante “a” foi igual a
0,043243.

Supondo a distribuicdo Quiquadrado para a
varidncia dos comprimentos dos parafusos, foi
possivel calcular o intervalo de confianga
paramétrico igual a [0,1425 ; 0,3172].

Discusséao

Como o estatistica da média tinha distribuicdo
Normal e o vicio foi relativamente pequeno, os
intervalos de confianga Bootstrap pelos métodos t
e Percentil coincidiram e foram adequados.

No caso da estimativa do parametro variancia
em que a estimativa pontual Bootstrap foi viciada
foram utilizados os métodos BCPB e BCa. Os
intervalos BCPB e BCa resultaram mais préximos
do intervalo paramétrico que o intervalo Bootstrap
Percentil, confirmando a melhora na estimacao
com o uso dos intervalos corrigidos.

Em ambos os casos a estimacgéo pela técnica
Bootstrap mais apropriada resultou bem proxima a
estimagao paramétrica baseada nas distribui¢gdes
de probabilidades conhecidas.

Conclusao
A técnica de estimagcdo Bootstrap €
especialmente utli quando o calculo de

estimadores por métodos analiticos for complicado
ou quando a distribuicdo de probabilidades da
estatistica for desconhecida.

Em uma situagdo onde as distribuicdes de
probabilidades eram conhecidas, os intervalos de
confianga Bootstrap  coincidiram com as
estimativas baseadas nestas distribuigcdes,
confirmando a confiabilidade do método para
estimacao de parametros.

Através da realizacao desse estudo de caso, foi
possivel verificar a adequagdo da técnica
Bootstrap em situagdes presentes no cotidiano.
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