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Resumo- Neste trabalho, é feita uma abordagem histérica do Calculo Variacional, e também, sao
apresentadas nogdes tedricas do mesmo e algumas de suas aplicagdes, principalmente em problemas
fisicos. Sao vistas como as idéias do Calculo Variacional sdo antigas e como ele foi adquirindo seu rigor
matematico ao longo do tempo. Apresentam-se de maneira simples a teoria que o0 mesmo se baseia, bem
como a idéia de funcional e as condigdes de otimizacdo para as solucbes de problemas que envolvem
principios de minimizacdo ou maximizagao de funcionais. Mostra-se como o Calculo Variacional pode ser
utilizado para explicar fendmenos naturais, tais como, o crescimento de um cip6é em torno de um tronco de
arvore cilindrico.

Neste trabalho, é feita uma abordagem
histérica do Calculo Variacional, e também,
sao apresentadas nogdes tedricas do mesmo
e algumas de suas aplicagdes.

Introdugao

O Calculo Variacional tem sido uma
ferramenta basica no estudo de varios
problemas matematicos e das mais variadas
areas do conhecimento como: Fisica-
Matematica, Engenharia, Fisica Moderna,
Matematica, entre outras. As idéias
precursoras do calculo variacional sao Desde a Antiglidade foram formulados
antigas. problemas envolvendo otimizagdo. Foram

Hoje com o wuso de formulagdes encontrados vestigios na Grécia e no Egito.

Abordagem Histérica do Calculo
Variacional

variacionais para as leis da Fisica, torna-se
possivel concentrar em um Unico funcional
todos os aspectos intrinsecos do problema
em questdo. Formulagdes Variacionais
podem servir ndo apenas para unificar
diversos campos, mas também para sugerir
novas teorias e fornecer maneiras poderosas
de estudar a existéncia e solugao de diversas
equacoes diferenciais parciais.

A diferenca entre os calculos diferencial e
variacional € a natureza dos respectivos
objetos a serem maximizados  ou
minimizados  (otimizados). Enquanto o
calculo diferencial procura numeros com
propriedades  otimizadoras, o] calculo
variacional procura encontrar fungdes com
propriedades otimizadoras.

A obra que da uma idéia disso € Eneida, de
Virgilio, que viveu em 70 a.C., estudou
Filosofia, Medicina e Fisica. Em sua obra
encontra-se a seguinte citagdo: “Dido, uma
fenicia, persuadiu um chefe africano a dar-
Ihe tanta terra quanto ela pudesse cercar
com o couro de um touro”. Primeiro ela
cortou o couro em centenas de tiras bem
finas. Depois uniu-as, e tragcou umsemi -
circulo no chao, a beira do mar Mediterraneo.
Era a maxima area costeira que ela poderia
envolver. Neste lugar ela construiu a cidade
de Cartago. Mesmo sendo literario, o relato
demostra que os povos da antiglidade
possuiam conhecimentos a respeito de areas
e comprimentos otimizados. Sabiam que,
dentre as figuras de igual perimetro, o circulo
é aquela com maior area. Acredita-se que
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chegaram a estas conclusbes a partir de
célculos de tentativa e erro. E assim foi até o
século XVII, [1].

Fermat também resolveu um problema
que acabou levando o seu nome, ficando
conhecido como “Principio de Fermat”. Sneel
e Descartes, em 1630, concluiram
experimentalmente que quando a luz reflete
em um espelho, o angulo de reflexdo é igual
ao de incidéncia, conforme equacgéo 1. E na
refracdo da luz, proveniente do meio 1
(velocidade V4) para um meio 2 (velocidade
V5), o seno do angulo de incidéncia dividido
pelo seno do angulo de refragdo & uma
constante igual ao quociente V4/V,, conforme
equacgao 2.

i=r (1)

Seni &'l @

seny E

Muitos matematicos daquela época queriam
saber o que levava a essas leis, entdo,
Fermat sugeriu se nao seria, essas
manifestacbes da natureza, resultados de
uma busca de minimos e maximos.

Isaac Newton, também se ocupava com

problemas envolvendo principios de
otimizacao. Ele queria saber qual era a forma
de um tunel que liga dois pontos na
superficie da Terra, de modo que permita a
um corpo de massa m deslocar-se entre os
dois pontos no menor tempo, [2].
Obteve como resposta a hipocicléide, que é a
trajetéria descrita por um ponto fixo P
pertencente a um circulo de raior, que rola
no interior de outro circulo raioR (R > r),
conforme mostra a Figura 1.

A

FIGURA 1 - Hipocicléide.
Huygens ao estudar o movimento
pendular, formulou o problema de
Tautochrone (Tauto = mesmo e Chrone =

tempo), ou seja, mesmo tempo: “qual é a
curva que permite a um corpo, independente
da sua posigéo inicial A, deslizar sob a agéo
da gravidade g e chegar a certo ponto B, fixo,
sempre no mesmo intervalo de tempo T?”.

Huygens descobriu que tal curva era a

cicléide, que é a curva descrita por um ponto

fixo em uma circunferéncia ao deslizar em

uma reta, conforme, ilustra a Figura 2.
FIGURA 2 - Cicldide.

Bernoulli também obteve como resposta a
cicloide, para um problema classico do
Calculo Variacional. O problema era o
seguinte:

“... Um corpo, sob agéo da gravidade, desliza
ao longo de uma curva lisa. Qual devera ser
sua forma para que o tempo de
deslocamento entre os dois pontos fixos, A e

B

B, ligados pela curva seja minimo?”, sendo
uma interpretacdo esquematica dada na
Figura 3.

FIGURA 3 — Esquema do problema.

Este problema é conhecido por
Braquistécrona (menor  tempo) esse
resultado também foi obtido por outros
matematicos.

Outro problema que também preocupava
os matematicos era encontrar solidos de
revolugdo com area lateral minima, o qual
poderia resolver problemas relacionados a
transferéncia de calor, resisténcia a
deformacéo e economia de materiais.
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FIGURA 4 — Catendide.

O catendide é a resposta desse problema,
que é obtido graficamente quando se gira um
segmento da catenaria em torno do eixo X,
conforme ¢é ilustrado na Figura 4. O nome
catenaria foi dado por Leibniz, que o extraiu

O Calculo Variacional é alicergado no
conceito de funcional.
Defini¢ao: Funcional é a transformagao F que
a cada elemento y(x) de um conjunto S
associa um unico escalar real F(y).

Condicoes de Otimizagao

E a condicdo que deve ser aplicada ao
funcional, depois de identificado o seu tipo,
para que se possa encontrar a fungao
otimizadora. Para cada funcional tem-se uma
condi¢ao de otimizacéo:

ggrrerﬁzlavra latina catena, que significa i J‘Bf G Y i E . E =i

. I dx \oy' oy
Sophie Germain, enunciou o seguinte B af -

problema: “.. qual é a curva que liga dois I= J; f{x, ¥y )dx=y' [F] -f=c

pontos fixos A e B pertencentes a superficie

de um cilindro na menor distancia?”, I-=

conforme ilustra a Figura 5.

FIGURA 5 - Cipo.

A solugdo desse problema € dada
naturalmente pelo cipé.

Bernoulli chamou a atengdo dos
matematicos para os problemas cuja solugao
sdo curvas. Euler faz citagbes do Caélculo
Variacional em alguns artigos,
especificamente nos seus estudos sobre
Equacgbes Diferenciais. Lagrange criou o
operador variacional (5). Legendre criou
critérios para distinguir as fungbes que
maximizam das que minimizam. Jacobi
reformulou os resultados de Legendre. E, por
volta de 1900, Volterra e Hilbert introduziram
a definigao rigorosa de funcional, [3].

E of fe
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Aplicagao

Qual é a curva y(x) que liga dois pontos A e
B pertencentes a um planoo na menor
distancia?

Solugdo: O comprimento de uma curva
representada pela fungcado y(x) é dado pelo
funcional do comprimento:

E
c:=f 1+ {y'y? dx
i)

Identificando o caso correspondente do
funcional obtém-se a seguinte Condi¢cdo de
Otimizacgao:

Substituindo:

d [1+Y|2]1H=k=‘i[1+Y|2]_1H2Y| -k K:REDSE
Principios do Calculo Variacional oy’ 2 % - _Rsend
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Isolando y’, temos:

O segundo membro é constante sera feito
igual a a.

Obtém-se assim a seguinte equagao
diferencial:

Logo:
y = ax + b. Que é a equacgdo de uma reta.
2) Qual é a curva que liga dois pontos A e B

pertencentes a superficie de um cilindro na
menor distancia?

Solugao:

Em se tratando de uma superficie cilindrica,
onde um ponto é localizado em fungdo do
angulo Y, tem-se:

Do esquema paramétrico:

O comprimento de uma curva que liga dois
pontos pertencentes a superficie de um
cilindro é finalmente dado por:

Do funcional identifica-se o caso para a
seguinte Condigao de Otimizagao:

Substituindo, chega-se na seguinte equagéao
diferencial:

A curva procurada pode ser encontrada ao
se resolver a equacao diferencial acima, pois
sua solugdo sera h(Y), ou seja, o
componente de localizagao z.

h=ab6+b

Para a, b e R constantes e x e y obtidos por
RcosY e RsenY tem-se que a curva que liga
dois pontos da superficie € um arco de hélice
cilindrica:

X = R cos6
y=Rsen6
z=h=ab+b
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